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I. Einleitung
I.1. Allgemeines

Die gebriuchlichen Tragwerke lassen sich entsprechend ihrer
Formgebung in zwei Gruppen einteilen. Zur ersten gehbren die
Fachwerke, Balken und Rahmentragwerke. Diese werden unab-
hiingig davon, ob sie als Gesamttragwerk ecin ehenes oder rdum-
liches Bild zeigen, mit den eindimensionalen Mitteln der sogenann-
ten Stabstatik behandelt. Dabei bildet die Stabachse die Koordinate
zu den Schnitt- und VerformungsgriBen. Zur zweiten Gruppe ge-
héren die ebenen Scheiben, die Platten und die einfach und doppelt
geliriimmten Schalen. Auf sie werden die zweidimensionalen Metho-
den der Flichentragwerke angewandt. Die sowohl bei den Stab-
werken als auch bei den Flichentragwerken in Wirklichkeit vor-
handene dreidimensionale Spannungsverteilung wird aber durch
diese vereinfachte Darstellung nicht etwa auBer acht gelassen, viel-
mehr wird in den eliminierten Richtungen der Spannungsverteilung
cin Geselz vorgeschrieben, das innerhalb des Anwendungshereichs
der einzelnen Verfahren die Verhiltnisse genau genug erfafit. Die
nach Verteilungsformen zusammengefaliten Spannungen nennt man
in der Stabstatik SchnittgréBen, in der Statik der Flichentragwerke
Spannungsresultanten. Es ist ein hesonders giinstiger Umstand, dal}
man hierbei in der Regel mit linearen Funktionen auskommt. Was
fiir die Spannungen gilt, das gilt ebenso auch fiir die- Verformungen.
Die Verschichungen und Verzerrungen eines Tragwerks lassen sich
auch mit den dimensionsreduzierten Verfahren in ihrer riumlichen
Verteilung eindeutig angeben.

Eine Zwischenstellung zwischen diesen beiden Gruppen hehaup-
ten die Faltwerke. Solange fiir die Elemente des Faltwerks die
Voraussetzungen der Stabstatik gegeben sind, das gilt fiir alle nicht
zu kurzen prismatischen Faltwerke, gibt es klassische Verfahren zu
ilirer Berechnung. Die ersten Arbeiten iiber Faltwerksberechnung
crschienen 1930, und zwar bringen, offenbar unabhingig vonein-
ander, Ehlers [1] und Craemer [2] eine Berechnungsmethode
fiir Gelenkfaltwerke auf der Grundlage der ,,Drei-Schiibe-Gleichun-
gen™. Diese erhiilt man als Gleichungssystem fiir die unbekannten
Schubfliisse mit der Bedingung, daB an den Kanten die
Lingsdehnungen der angrenzenden Scheiben gleich sein miissen.
Im selben Jahr wird durch Zuschriften darauf aufmerksam gemacht,
dafi diese Methode nur sehr beschriinkte Giiltigkeit hat, weil sie
weder die Biegespannungen im Querschnitt aus der gegenseitigen
Verdrehung der Scheiben noch den Einfluff der »Querhiegnng® anf
dic Verteilung der Lingsspannungen erfaBt. Darauf erschienen im
Jahre 1932 (wieder gleichzeitig) die Arbeiten von G rii ning [3]
und Gruber [4], die die Querbiegung mit erfassen. Beide nehmen
als statisches Hauptsystem das Gelenkfaltwerk und machen die
Winkelinderungen an den Kanten durch Kantenmomente zu Null.
Dicse Momente sind entlang den Kanten verinderlich und die Funk-
tion ist nicht bekannt. G riining fithrt sie in Form von Potenz-
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reihen ein mit m Parametern fiir jede Kante und kann dadurch
die Elastizititsgleichungen fiir die iiberziihligen Kantenmomente
an m Querschnitten des Faltwerks erfiillen. Er erhilt ein Gleichungs-
system mit (n — 3) *m Unbekannten, wenn n die Anzahl der
Scheiben ist.

Gruber entwickelt die duBeren Lasten in Sinusreihen und
erhilt durch die Affinitdt zwischen Last und Verformung unab-
hiingige Gleichungssysteme mit (n — 3) Unbekannten fiir jedes
Reihenglied. Das geht allerdings nur, wenn die einzelnen Ansiitze
die Randbedingungen befriedigen.

In der Arbeit von Griining wurde mit Vorbehalt versucht,
Angaben iiber den Anwendungshereich der Theorie zu gewinnen,
wobei das Dicken-Breiten-Verhiiltnis der Scheiben und die Falt-
werkslinge als BestimmungsgroBen dienen. Bei G rub e r wurde nur
an Hand eines Zahlenbeispiels gezeigt, daff die Abweichung gegen
die Gelenkfaltwerksergebnisse nicht vernachlissighar sind. Weiteres
Schrifttum ist ausfiihrlich in den Standardwerken (z.B. Girk-
mann [5] und Fliigge [6] angegeben.

Bei Faltwerken mit drei Scheiben sind die Ergebnisse aus der
Berechnung als Gelenkfaltwerk, als biegesteifes Faltwerk und als
Balken mit der Technischen Biegelehre und der vercinfachten Walh-
krafttorsion (I;; = 0) identisch. Bei mehr als drei Scheiben lassen
sich aus der ,bicgesteifen Theorie® die Ergebnisse der Biegung und
der vereinfachten Wslbkrafttorsion dadurch gewinnen, daB man die
Querbiegesteifigkeit unendlich groB ansetzt. Ein solcher Versuch
fehlt in allen Arbeiten. Vermutlich, weil die Theorie der Walbkrafi-
torsion sich als Erweiterung der St. Venantschen Torsion ent-
wickelt hat mit dem Drillwiderstand als zuniichst maBgebender
Steifigkeit, lief die Entwicklung der Faltwerkstheorie nnd der Walh-
krafttorsion véllig unabhingig, ohne die vorhandenen Gemeinsam-
keiten aufzudecken, nebeneinander her. Lundgreen [7] hat
dann von der Schalentheorie her die Abspaltung der Balkenlgsung
eingefithrt und dabei auch die Wélbkrafttorsion mitgenommen. Der
weitere Gang ist iterativer Art, wobei der Unterschied zwischen der
Schubkraftverteilung aus der ,Balkenlosung® und der wirklichen Bela-
stung als Zusatzlast auf den ,,Querschnittsrahmen* aufgebracht wird.

In der vorliegenden Arbeit wird die Faltwerksbherechnung durch
Einfithrung geeigneter Resultanten fiir Spannungen (neue Schnitt-
groBlen) und die Verformungen so aufbereitet, daBl die endgiiltige
Berechnung mit den gewohnten Formeln der Technischen Biege-
lehre ausgefiihrt werden kann. Es ergibt sich so eine systematische
Erweiterung der Technischen Biegelehre auf Stibe, deren Quer-
schnitte nicht mehr als unverformbar angesehen werden kénnen.
Der aufwendige Teil der Rechnung, die Ermittlung der neuen Quer-
schnittswerte, kann fiir gebriiuchliche Querschnittsformen tabelliert
werden, wobei audh stetig gekriimmte prismatische Schalen in guter
Niherung mithehandelt werden kénnen. Der Vorteil besteht
darin, daB sich die neuen SchnittgréBen bei Theorie I, Ordnung
ehenso wie die bekannten (Biegemomente und Walbmoment) un-
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abhiingig voneinander behandeln lassen. Auch fiir die Berechnung
der Faltwerke nach Theorie IL. Ordnung bietet das Verfahren groBe
Vorteile.

Bild 1. Querschnitt des Faltwerks mit Bezeichnungen

12, Bezeichnungen
Die folgenden Bezeichnungen werden verwendet (Bild 1):
a;,; [l/em] = Abkiirzungen
o = Winkel der Scheibe i in der Querschnittschene
gegen die x-Achse entgegen dem Uhrzeigersinn

positiv (Bild 1)

Aoy = Kontingenzwinkel der Scheiben i und i+ 1 (Bild 1)
b; g [1/em) = Abkiirzungen
kg = k-ter Eigenwert aus Gl. (22)

g [Mp/em?] = Resultante der Querbiegesteifigkeit fiir Verfor-
mungszustand

B8; = Elastizitiitswerte fiir die Querbiegung

kg [em?] = Wilbwiderstand fiir Verformungszustand %

d; [em] = Dicke der Scheibe i

kp [em?] = Drillwiderstand fiir Verformungszustand k%

: = Verdrehung der Scheibe i in der Querschnittsebene,
: im Uhrzeigersinn positiv

E [Mp/em? = Elastizititsmodul

g = Dehnung in z-Richtung

kai- kfoi (1] = Verschiebungskomponenten des Schwerpunkts der
Scheibe i in der Querschnittsebene im Einheits-
verformungszustand ¥V = 1 [em]

?s,a‘v]iu.i = Verschiecbungskomponenten des Knotens i in der
Querschnittsebene

F fem?] = Querschnittsfliche des Faltwerks

k%‘ [em) = Einheitsverwdlbung, Verschiecbung des Knotens i
aus der Querschnittsebene fiir £V = 1

h; lem] = Héohe der Scheibe i (Bild 1)

n = Argument in der Losung der Differentialgl. (29)

i = Index, in der Regel fiir das Zihlen der Scheiben
und Knoten

L. I {em*] = Haupttriigheitsmomente, identisch mit 'C und 2C

ke = Index, in der Regel oben links die Ordnung des
Verformungszustandes bezeichnend,
im gleichen Sinne auch zur Zihlung der Eigen-
werte !?

I [em] = Liinge des Faltwerks in z-Richtung

A4,2,3,4 = Wurzeln der charakteristischen Gleichung

m; = Querbiegemoment am Knoten i

”"m = Beiwerte fiir die SchnittgréBen bei Theorie

IL Ordnung
My,My[Mp-cm] = Haupthiegemomente, identisch mit 'W und *W

m = Matrix, zeigt die Beziechungen zwischen den Quer-
biegemomenten und den Walbordinaten

i g = Elemente der Matrix Mt

n = Anzahl der Scheiben des Querschnitts

ik, — Beiwerte fiir die Normalkraft bei Theorie

IL Ordnung
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N = Normalkraft, identisch mit W

q = Belastungsvektor mit den Komponenten ¢;

q; [Mplem = Scheibenbelastung, in der Ebene der Scheibe i
wirkend

kq [Mp/em] — Belastungsresultante im Zustand k&

e = Elemente des Vektors *{

5 == Scheibenkraft in der Scheibe i aus d o

fs k§ = Vektor der Scheibenkrifte ans do mit n Kom-
ponenten S;, Fs;

S == Matrix, Beziehungen zwischen den Scheibenkriften
aus d 0 und den Wilbordinaten

0 = Elemente der Matrix &

0; = Liingsspannung am Knoten i

!‘;i = Elemente des Vektors *t

T; = Scheibenkraft in der Scheibe i aus Querbiegung

1, kt = Vektor der Scheibenkrifte aus Querbiegung mit n

Komponenten T;, kt;

2 % = Matrix, Beziehung zwischen den Scheibenkriiften
aus Querbiegung und den Wéilbordinaten

Tin = Elemente der Matrix T

kV [cm] = Resultante der Verformung k
Komponenten kf;;, f"fQ,-, k4,

b = Vektor der Verformungen

w; [em] = Wélbordinate des Knotens i

Verschiebung aus der Querschnittsebene
= Wolbmoment, Schnittgrélle aus den Wolb-
spannungen kg
w = Vektor der Verwilbungen,
n + 1 Kemponenten w;

o = Hilfswert zur Ermittlung des Wélbmomentes und
der Verformung in Feldmitte

X,y = Querschnittskoordinaten (Bild 1)
= Koordinate in Faltwerkslingsrichtung
(Erzeugende)
& = Argument in der Liosung der Dgl. (29)

13. Voraussetzungen
1. Das Tragwerk sei in z-Richtung (Erzeugende) prismatisch,

2. Der Querschnitt (x, y-Ebene) sei einfachzusammenhiingend
(offen), unverzweigt und bestehe aus n geraden Abschnitten
(Scheiben) mit jeweils konstanter Dicke, von denen jeweils zwei
aufeinanderfolgende verschiedene Richtungen haben sollen.

3. Die Dicke d der Abschnitte sei klein gegen die Querschnitts-
abmessungen I,

4. Das Hookesche Gesetz gelte unbegrenat.

5. Die Lingsspannungen o, seien iiher die Dicke d der Scheiben
konstant, iiber die Hohe A linear verteilt.

6. Die Verformungen seien klein gegen die Querschnittsabmessun-
gen h.

7. In den Mittelebenen der Scheiben gibt es keine Schubverzerrun-
gen und nur Spannungen in Lingsrichtung z.

8. Die Drillmomente der einzelnen Scheiben werden im Gesamt-
gleichgewicht beriicksichtigt, ihr EinfluB auf die Form der Ein-
heitsverwdlbungen wird vernachlissigt. Deshalb spielen sie in
den Ableitungen des Abschnittes 2 keine Rolle.

2. Ableitung der Querschnittswerte

21. Die geometrischen Beziehungen zwischen
den Verschicbungen in der Querschnitts-
ebene (x, ¥) und den Wélbordinaten w

Wegen der vernachliissigten Schubverzerrungen in der Mittel-
chene der Scheiben (Voraussetzung 7) erhiilt man fiir die Scheibe i
gemiB Bild 2 aus den Verschiebungen w; und w;{ in z-Richtung
die Verschiebungskomponente in der Scheibenchene

d"l-‘ = — W w"'_l_

£ - im o wwa A Egy )

r
"L£=



Bild 2. Verschiebungen in der
Scheibenehene

Bild 3. Verschichungen recitwinklig
zur Scheibenebenc

Die Formel (1) gilt fiir alle Scheiben 1<isn.

Auf die Verschiebungen der Punkte i und i — 1 rechtwinklig zur
Scheibenebene haben auch die Verwdlbungen der Nachbarscheiben
einen Einfluf (Bild 3).

Die Projektionen der Verschichungen §; des Knotens i in Rich-
tung der Scheiben i und i1 sind

A e
dfii = tan Ax; sin do;
l”ld
= s | 4
fivre = tan da; sin Ao;

Wenn man Gl (1) einsetzt, kann man auch diese Verschiebungen
durdh die Wolbordinaten w; ausdriicken

dfyy . wi—wia | Wi =%
dz h; tan de; hiyq v sin da;
O B . e
h;+ tan Aa; -1 h; + tan Ao h; 41 -sin dey !
R S—
Iy - sin Aoy ErL
it den Abkiirzungen
= — _..,_l ——
o h; - tan Aa;
T S S )
b h; - tan da; Ry -sin Ao @
S S
B Jt; 4 q 5in Ao
wird
df,q .
- (-t—;#z a1 wi-1 T @ g Wi @3 Wig1 - o0t (3)
Auf die gleiche Weise erhilt man mit den Abkiirzungen
1
b S S
ey h; + sin da;
1 1
boos g e — o R
HLd hy +sin Aoy hiyq-tan Ao {
1
b:'4-1,3, L =—

Thiey - tan A
die Anderung der Verschicbung rechiwinklig zur Scheibe i +1

“[J?i i
'_dlzL=bi+l.l'wi—1+bi+1,2'wi+bifl,3'wi+l- .. (5)

Die Formeln (3) und (5) gelten firl<i<n-—1.

Als endgiiltige Verschiebungskomponenten in der Quersdhnitts-
chene werden gemiB Bild 4 die Grofen fri, foi und ¥ vereinbart.
Dicse Grofien, die den Verschiehungszustand jeder Scheibe ein-
deutig beschreiben, werden ebenfalls durch die Walbordinaten aus-
gedriickt:

Afp _ oy _ _ WiT Wi
fid o fypom BB s o
E’-!Qi— = f' = l d_?“:.i. .ri:?"e.i_”_.'l

dz T 2\ dzs dz
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O
L3 B

Bild 4. Verschiebungskomponenten
Bild 5. Verformung der
Scheibe 1
' 1
foi= 2 (b1 wioa + a1 + b; o) s Wi
o a4 bya) witagsrwial - (7)
d; _ 1 ( dfii _ ‘I_fr'—,i».f)
dz h; \ dz dz

=
i

1
e (= by q - wi-g + (a1 — bi,2) wiz1

+ (a2 — by wi+ gz wiva] - - (8)

Die Formel (6) gilt fiir 1 < i < n, die Formeln (7) und (8) fiir
2<is<n—1.

Tiir die Endscheiben wird die Voraussetzung getroffen, dalBl die
Winkel ¥ gleich dem letzten Kantendrehwinkel sein sollen, Man
geht davon nur ab, wenn die Endscheiben HuBere Lasten tragen,
die nicht in ihrer Ebene wirken.

?2_1 und ?1_1 lassen sich mit den Formeln (3) und (5) bestimmen.
Ferner sind fzq und frg nach (6) bekannt. Damit wird
fui=ai1-wo+ ayz w03 We
und (Bild 5):

L.

le__':"l.'l_2"‘”‘1""""""" {9&)

h
mit B =+ E%z -m, (Bild 6).
Tiir die Endscheibe erhilt man entsprechend mit

fn,n-vl = bn,'l. fWy-2 + l‘)::.2 fWp-1 o bu,:* Wyt

i I,
fon = fu,n-1 +‘B'n'—2' (9b)
A f_'_‘n-'l =
‘ﬁn —19"_1 GEJR 3 LU

92 Die Beziehungen swischen den Querbicge-
momenten m und den Wolbhordinaten w

Wenn die Drehwinkel @; nicht fiir alle Scheiben gleich grof sind,
entstehen Querbiegemomente, die von Knoten (Kante) zu Knoten
lincar verlaufen. Sie sind von den Differcnzen der Stahdrehwinkel
(54 — ¥;) abhingig.

Zur Ermittlung dieser Querbiegemomente wird der Querschnitt
als ein biegesteifer Rahmen mit den LStab®-Lingen T und den
.Stab“-Querschuitten d;+ d z angesehen. Dieser Rahmen kann fiir die
unmittelbar folgende Ableitung in der Abwidklung (gestreckt)
betrachtet werden (Bild 7). Der Stabzug ist (n — 3)-fach statisch
unbestimmt. Als Uberzihlige werden die Stiitzimomente an den
Knoten 2 bis n — 2 eingefiihrt. Es ergibt sich ein dreigliedriges
Gleichungssystem mit

o hisa )
" Elinal
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h; 1¢( h;
&y i1 = Oi1i = 6;3.1{“ und 5;_;=—3 LEJ-_
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Die Elemente ;. der Kehrmatrix dieses Gleichungssystems werden
im folgenden henutzt, wobei i und k von 2 bis n — 2 laufen.

Aus dem Verformungszustand ; (Bild 7d) erhilt man als Be-

lastungsglieder 6,1 o = und &; o = — ;. Sind auch die anderen
Stabdrehwinkel von Null verschieden, so ergibt sich allgemein
So=R—% .. . (10}

Formel (10) gilt fir 2 <i=<n—2.
Mit den f;-Werten und den Belastungsgliedern d; lassen sich
die Stiitzmomente anschreiben:

m; = — Jk 3;‘.& : ak.ﬂ . {11)

(10) in (11) eingesetzt fiithrt auf
== [-35,2 ' da,u & 3;,3 w030+ 0 Bin-ze 0,20
= Bia-ly+ (B — 8o Vs +
+Ba—Bia Pyt — Bz P
Um 1; zu eliminieren, muB nach z differenziert und die Formel (8)
eingesetzt werden:

[ 1
=" By o [— byy v wo o lagy — by o) -y
2
+ (ag 9 — ba,g) w2 + ag3- wy|
1
S5 s (B3 — Byl [— bayy - wr + lag,y — by ) we

+ {ag,z — by, ) - w3 + ag,5 wi
1
togr (Bi,4 — Bis) [— bajn-we + (ag,1 — by, 5) - ws
+ (a2 — by, g) - wa + g 5 ws|

+ e Bus = B[]

= {_“ -gi,u—ﬂ['—' bn—z,l'wu‘3

hy g
+ (ay2,0 — byg,0) rwy-n
+ (@, — by-z,3)  way

& w w3l

Fiir die n — 3-Momente m;" ergibt sich somit ein Gleichungssystem
mit n—3 Zeilen und n -+ 1 Spalten. Die Elemente der Matrix
werden ;7 genannt. Sie sind durch die Gleichung (12) festgelegt:

=f Ay 38" wn]

1wy W o enene Wi e w,
e "uZIJ '“'21 ..... ’_,2*_ ..... “2 =
my o By e fyy e Hy,
. (12a)
'
'f‘i M‘ u “i 1 ----- l".r k ----- Il_{'i =
’
Woon | Buy-s0 He-z1 B2,k B oy
i

h

Bild 8.

Bild 7. a) Querschnitt
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Wirkungsweise der Scheiben-
kriifte T; als Lagerreaktionen

des Stabzuges™

b) Abwiddlung des Querscdinites

¢) Statiseh bestimmites System
und Uberziihlige

d) Verformungszustamd i

Aus den Stiitzmomenten erhilt man Querkriifte 7, = (-’i’;m"']—) i
Sie stellen fiir den Querschnitt Kantenlasten dar. Um die dar-
aus entstchenden Scheibenkrifte T zu bestimmen (Bild 8), mul}
man den gestreckten Durchlauftriiger nun verlassen und sich wieder
dem wirklichen Querschnitt zuwenden. Die Anderung der Scheiben-
kriifte in z-Richtung ist der Scheibenbelastung gleich. Zur Ermitt-
lung der Scheibenkridfte hat man die Stiitzmomente m; durch die
zugehorigen Querkrifte g; ersetzst.

Aus den beiden Kraftecken in Bild 9 erhiilt man:

T o= — Q-1 G . G %
: sin Ao _q tan da;_y tan da; sin Ao
Hierin kann man wieder g durch m ersetzen:
| el o AT i i ) O
: hy_q v sin dag_y By« tan dag_q
m; — m;_q nijpq — m;
i tan Aoy hiyqsin dog
1 ( 1 1
= i g = |——— —
hioq-sindeay 2 hy_q - sin Aoy B+ tan dag
1 1 1
L PR T N (—... S— > e
I - tan Ag; i hi - tan do; g h; - tan Aoy

. _) -
hisq e osin dog = hiyq - osin Ao

Mit den Abkiirzungen (2) und (4) schreibt sich T;:

L o M-

T; T b1.5—1 Mg — “?2‘;--1 = g .':' RELLFES
— (bg,i-1 — ag,{) - my +oag i mig
Die Formel (13) gile fir 2<i<n—1.
Um endgiiltig die Bezichung zwischen den Schubkriften T; und

den Wélbordinaten w; herzustellen, mufl man noch die p;;-Werte
einfithren und nach z differenzieren:

. (13)

"

T; = — by 'Zk-u'i—lk'wk — (bg, ;-1 — a1, )

K Dk, g wy — (by, ;o1 — ag, )

+ ag,1- 2‘,’““1,&""”&

Die Formel (14) gilt fiir 1 =i < n.
it i

Bei den Werten T;'. T;, T;, Twns Tazzs T: ist zu beachten,
dal} einige u;,-Werte aus dem Indexbereich der Matrix (12a)
herausfallen. Diese sind Null zu setzen. Damit erspart man sich
hesondere Randformeln.

ey, g+ Wy,

L (4)

23. Die Bezichungen zwischen den Schub-
kriften S;aus der Verinderlichkeit der
Lingsspannungen o, und den W&lh-
ordinaten w

Nach Voraussetzung 7 kann man fiir die Mittelebenen der Schei-
ben das Elastizititsgesetz fiir den einachsigen Spannungszustand
anwenden. Daraus folgt, daR die Liingsspannung o, gleich der

Bild 9. Ermittlung der
Scheibenkrifte T aus

den Querkriiften g

Bild 10. Beanspruchungen
am verformien

Scheibenelement



E-fachen Dehnung ¢, das heiBt der Anderung der Verwdlbung in
z-Richtung, ist:

i
6,=E-6,=E- - =E-w . (15)
dz
Das Gleichgewicht in z-Richtung verlangt (Bild 10):
_ _ i
dS;—dS 1 + [ do-di-dh =0,
i-1
Daraus erhilt man die differentielle Kantenschubkraft:
_ - L
35, = g, =2 1;‘ S N
Der Schubflul} lings der Kante i ist:
ot dS, = dﬂ.','_l dﬂ,) (I.-'h;
Sy = dz =511 ( dz + dz 2 - (16)

Aus dem Momentengleichgewicht um Punkt i (Bild 10) erhilt
man:

2
{84 d8) = da 4 B8t~ oy '2"‘f
di-h;  hy ;odz?
_{dﬂi_dai-lj"T‘?‘F—q—'z =0.

Unter Vernachlissigung der Glieder d S; und ; q;d z*, die von

hoherer Ordnung klein sind, wird
2

dz - Si — ds;_.l . ]ILJ = floi,l L di : hi — dO‘- L] M‘-
3 6
Um eine Rekursionsformel herstellen zu kénnen, wird S; mit §;_
verglichen:
o1 - ' 0 d;_q+h;_
S h; =82 — (0,-_2 + 0;) 12' =
' i+ hy . d; h;
i-1 3 i 6
3 1 < ' diqhy : di_q-hi_
Sy - =8y oyt é"_l — 0 ‘_.1.?_.{. 1
Man erhilt daraus:
o S-_'| Lt-_l'h',..] ¢ ﬂ!-__]_‘h'_‘l +d'h !
oo () SO, o Gl N o o B o B i T
i [ hi—], 6 Oi-2 3 Oi-1
= ""'6"! ; g:.] by . (17)

Nun wird noch ¢ durch w mit (15) ersetzt und einmal nach z
differenziert, so erhilt man die zweite Hauptformel

1 ‘l
g = {5 e (&l.f.f‘i L i
S; n 3 w;_

- I‘.f;_l . n'l.-_.l ‘{“ l't,- x hi " fi; % fl'.l- w'“ ) h [18}
sl R o S A — s w; g hy

3 T g
Sie zeigt den Zusammenhang zwischen den Wélbordinaten w; und

den Schubkriiften, die aus der Anderung der o,-Spannungen ent-
stehen.

24. Die Entwicklung der Wélbfliche in Eigen-
funktionen

Die Koeffizienten in den beiden Hauptformeln (14) und (18)
werden 7;;, und o;;, genannt, wobei angenommen wird, daB durch
dic Art der Indizes eine Verwechslung mit den Spannungen ver-
mieden wird, die Zuordnung zu T und § aber augenfiillig ist. Man
kann dann schreiben:

n n

" 1 ' e
T; ZZk‘Fi_k-wk und % S = E‘UEk'wk .

0 0

‘Dn n Schubkriifte, aber n -+ 1 Wolbordinaten vorhanden sind,
\\’ll'l].. noch die Bedingung benutzt, daB der Schubfluf am Quer-
schnittsende (Punkt n) verschwinden muB, Man erhilt sie aus der
Integration des Schubflusses iiber den ganzen Querschnitt zu

1 r
E 'Su % (d,'“_- h.“ e

Wy 1 + d" hi * Hm) =10

h.! 3 6 3 "n ™ “-8 El)
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Man kann dadurch den vollstindigen Vektor fiir die Verwslbung
in der weiteren Rechnung beibehalten.

wo

Schreibt man fiir das gesamte Schema der Koeffizienten o)
und 7;; die Matrixbezeichnungen & und T und fiir die Schubkrifte
im gesamten Querschnitt die Vektorbezeichnungen { und t, so hat
man die beiden Hauptformeln in der folgenden kurzen Form:

1

b oo
gl'=©

4 ' }
'"=%T-w

Die Gleichungen (6), (7) und (8) zeigten, da} die Wélbordinaten
w; (Komponenten des Vektors fv) von der 1. Ableitung der Ver-
formungen © in der Querschnittsebene nach z abhiingen. Diese Ver-

o w0 wil D)

formungen lassen sich mit n + 1 Grundvektoren By durch Linear-
kombination darstellen. Die Komponenten des Vektors v sind die
im Bild 4 angegebenen VerformungsgréBen f, fg und &

n
U=Ekv-’*u.
0

Gemiil den Gleichungen (6), (7) und (8) wird w durch die 1. Ab-
leitung der Verformungsgréfien gegeben,

Damit ist

n
w= E ky' ey
0
kg sind die Einheitsverwélbungen mit den Ordinaten ktp (h), die
sich aus der Einheitsverformung k=1 ergeben. Die Ordinaten
an den Knoten i des Querschnitts sind die Komponenten ""q:'@ des

Vektors “w. V stellt den Wert der Verformungsresultanten dar.
Fiir die Zihlung der Grundzustinde erhalten die Vektoren und
ihre Komponenten sowie die zugehorigen Konstanten einen links
oben stehenden Index k.

Man fiihrt diese Bezeichnungen nun in (19) ein und erhilt

n
4
st_kc_kvl\":‘ri

n k
IJZG_Z‘kC_E_th_ km _
0 ¢ a ... (20)

n n
=T DEkY = ity

0 : o

%C ist ein den cinzelnen Wolbvektoren Fvo zugeordneter Quer-

schnittsbeiwert, der hier schon eingefithrt wird, um die Analogie
zur Technischen Biegelehre zu vervollstindigen und fiir den sich,
wenn man die innere Arbeit der ¢.-Spannungen durch die Ver-
formungsresultante V ausdriickt, die Festlegung

"e = [ (h). dF C e (21)
i

ergibt.
Es kommt nun der entscheidende Schritt, indem man verlangt,
dal} die Grundvektoren kf und *t affin sein sollen. Das heiBt
by kg K

Diese Forderung bedeutet keine Einschrinkung im Sinne der
Allgemeingiiltigkeit der Lésung, sondern eine bestimmte Art der
Zerlegung in Grundlésungen,

Setzen wir die Ausdriicke (20) ein
kC - "l‘ — G . "m
kg b,
so erhalten wir das Matrizeneigenwertproblem

(T—*B.€)-"w=0. e 22)
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mit
I\B - kc . L’ﬁ .

Das Eigenwertproblem ergibt n -+ 1 Eigenwerte kB . Davon sind
numerisch nur n — 3 zu erhalten. Die ersten vier sind Null. Das sind
die Bewegungsmiglichkeiten des Querschnitts, bei denen keine oder
nur gleiche ¥;-Verdrehungen der einzelnen Scheiben auftreten, das
heillit, bei denen der Querschnitt in seiner Ebene nur eine Starr-
kérperbewegung macht, also die Querschnittsform erhalten bleibt. Es
entzichen sich hier gerade die Verformungsanteile der numerischen
Erfassung, die man bei der Technischen Biegelehre und der Wolb-
krafttorsion ausschlieBlich betrachtet, sie sind in diesem Fall trivial.

Fiir die Ermittlung der anderen Eigenwerte kB fiir k=4 bis
k= n gibt es mathematische Verfahren, die hier nicht niher er-
liutert werden miissen. Die Eigenvektoren erhiilt man bis auf cinen
unbestimmten Faktor. Dieser Faktor ist frei wiithlbar und hat keine
mechanische Bedeutung. Man kann ihn z. B. so bestimmen, dal} die
grofte Komponente des Eigenvektors gleich 1 wird oder dafl der
Wélbwiderstand #C gleich 1 wird.

Die Eigenfunktionen lassen sich auch aus einem Schwingungs-
problem gewinnen. Dabei wird ein Stabelement der Linge dz so
gefithrt, dafl alle Punkte des Querschnitts z sich nur in z-Richtung,
die des Querschnitts z + d z auch in der Querschnittsehene x, y be-
wegen konnen. Trigheitskrifte wirken nur in z-Richtung. Die
Massenbelegung entspricht der Scheibendicke. Fiir die elastischen
Verformungen gelten die am Anfang der Arbeit vereinbarten Vor-
aussetzungen.

3. Die Belastungswerte
31. Die Gleichgewichtsbhedingung

Die iuBere Belastung des Faltwerks kann man in bekannter
Weise zu Kantenlasten zusammenfassen und diese dann wieder in
die Scheibenebenen zerlegen. In dieser zuletzt genannten Form soll
weiterhin die #ullere Last behandelt werden. Sie wird durch den
Vektor

i

qu
dargestellt. Die Komponenten ¢; sind die Scheibenlasten.

Um die Affinitit, die man durch Entwicklung der Verwolbung in
Eigenfunktionen fiir die inneren Schubkrifte erreichen konnte, auch
auf die duBere Belastung auszudehnen, stellt man diese ebenfalls

durch eine Linearkombination der Einheitsvektoren ki dar.
n
q= E frq i fdi .
1
Fiir die Gesamtheit der Schubkrifte gilt dann die Gleichgewichts-
bedingung

: w0 w(23)

'+t—g=0
oder
n " n
= 1
Z‘E_kc_r.-vw_ki _{_Z‘kg_kv_kizzckq_ki.
1 1 1

Man hat damit jedes Glied der Gleichgewichtshedingung zerlegt
in einen Anteil, der nur von z und einen anderen, der nur von dev
Querschnittskoordinate & abhingt.

Dieser Letzigenannte ist in allen drei Gliedern gleich und kann
daher herausgekiirzt werden. Dann bleibt eine gewdshnliche Dif-

ferentialgleichung 4. Ordnung fiir die Resultante *V (z) jeder Ein-
heitsverformung mit den zugehorigen Querschnittswerten.

E-"C V" (@) + "B -5V (2) = Fq 1) C (28

Sie hat dieselbe Form wic die Differentialgleichung des Balkens
aul kontinuierlicher elastischer Bettung. Die ,Schnittgrifie® wird

i

by genannt. Sie wird als Wéalbmoment mit der Definition

= =gk, .. . (25)
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bezeichnet und stellt eine Resultante der Lingsspannungen koz dar.
Wie bei den bekannten SchnitigréBlen aus Lingsspannungen sind

auch hier die Spannungen koz den Einheitsverwiélbungen k(‘p aus
dem zugehorigen Verformungszustand ky proportional. Der Ver-
hiiltniswert ist der in Formel (21) angegebene Wilbwiderstand ke,
Die “C-fachen Spannungen gleichen den mit der SchnittgroBe kw

multiplizierten Einheitsverwélbungen

kQ . kg =ty K

oder in der uns aus der Technischen Biegelehre und der Wilbkraft-
torsion geliufigen Form

by &
b sy s i v s v 28w o0
c

32. Die Zerlegung der iufleren Last

Fiir die Zerlegung der duBeren Last gemidB Vorschrift (23) hat
man zwel Moglichkeiten.

1. Man stellt fiir jede Scheibe eine Superpositionsgleichung auf

und erhilt damit ein Gleichungssystem mit den Uberziihligen kq 3

Tgetey o g2y o rTgela = gy
gty + %P 4 o0r g "5 = @

i e 2T
Ig-ts, + *q-%, 4 oo e Ts = g,

ks,- sind die Komponenten des Vektors k-f. Man kommt hierbei ohne
Kenntnis der Verformungen aus, muBl dafiir aber alle n Gleichun-
gen aufstellen und lésen. Dieses Verfahren kann daher nicht bei
Aufgaben angewandt werden, bei denen, um Rechenaufwand ein-
zusparen, die Eigenwerte und die zugehirigen Einheitsschubkrifte
nicht alle ermittelt worden sind. Das kommt in der Regel da vor,
wo stetig gekriimmte Schalen durch ein Taltwerk angenihert
werden. In diesen Fillen ist es giinstig, in viele Scheiben zu unter-
teilen, um den Spannungsverlauf miglichst genau zu erhalten
Dadurch steigt aber auch die Anzahl der Eigenwerte. Mit steigen-
dem Eigenwert wird aber der Querbiegewiderstand B so groB, dall
die zugehorigen SchnittgréBen keinen wesentlichen Beitrag mehr
zu den Lingsspannungen liefern. Hier empfiehlt sich die niichste
Methode.

2. Man kann die Aufteilung der dulleren Last auch entsprechend
der Arbeit vornehmen, die sie an den Einheitsverformungen leistet.

Da die duBere Last in die Scheibenbelastungen g; zerlegt wurde,
kommen als Wege nur die Verschichungen f;, der Scheiben in ihrer
Ebene und der Querschnittschene in Frage.

Die gesamte Arbeit der iuBeren Last hetriigt

A, "_—i'h'fu*zl:%j‘h'kh.i-
1 1 1

Die % Glieder der Doppelsumme stellen die gesuchten Kom-
ponenten fq der duBeren Last dar.

Man hat also die Bestimmungsgleichung
n
k . k
q= ZQ’:" foi=8"q
1
Mit dieser Formel (27 a) hat man die Moglichkeit, die Belastungs-
anteile zu den einzelnen SchnittgréBen unabhingig voneinander zu

berechnen, so dal man nur die fiir ausreichende Genauigkeit not-
wendigen mitnehmen mull.

v oo {278)

Die ¢; sind positiv einzusctzen, wenn sie wic die Reaktionen in
Bild 8 wirken. Aus dem Vergleich der Gleichungssysteme (27) und
(27 a) sieht man, daB die Matrix § die Kehrmatrix der Koeffi-
zientenmatrix von (27) ist.



4. Beriidsichtigung der Drillsteifigkeit
Im Einheitsverformungszustand ¥V’ = 1 erhalten die einzelnen

Scheiben im allgemeinen unterschiedliche Verdrillungen "V'-k‘ﬁi.
Dazu gehért in jeder Scheibe ein Drillmoment

kM_D,' = G -J.Di . k”ﬂi : kv,.
Auch in den Fillen, in denen die Gesamtheit der Drillmomente
keine dullere Resultierende hat, stellen sie doch einen Widerstand

fiir die Einheitsverwolbung dar. Er ergibt sich aus der Forminde-
rungsarbeit

: L % o R st
=Ry (0) = [ D36 Iy My b ke Ry
1

--——%.lc'ko'h"”z'dz
n e 1 f_i'1 .
i "D=ij-’--uf= ; ]Zi‘ki-df-"ﬁf .29

Der Drillwiderstand *D hat die Dimension [em?], weil die Ver-

drehungen "‘19'5 der Scheiben auf V bezogene GriBen sind und daher
die Dimension [1/em] haben. Fiir die Torsion mit unverformbarem
Querschnitt (klassische Walbkrafttorsion) geht (28) iiber in die
bekannte Formel

1 n
Jp= S-Zhi-df.

Da keine im Sinne der St. Ven an t schen Schubspannungen wir-
kenden duBleren Lasten vorliegen, muBl man fiir die Gleichgewichts-
betrachtungen die Drillmomente der Scheiben als Kantenlasten, und
zwar jeweils ein Kriftepaar rechtwinklig zur Scheibenebene wir-
kend, betrachten. Diese wiederum lassen sich in Scheibenkriften
ausdriicken. Die Verteilung dieser Scheibenkrifte hingt nicht nur

vom Einheitsverwilbungszustand Ey ab, sondern auch von der Ver-
teilung der Drillwiderstinde Jp; der Scheiben. Man kann daher

nicht annehmen, daB} die Scheibenkrifte zum Vektor k-f affin sind,
sie bewirken vielmehr streng genommen eine zusitzliche Ver-
formung des Querschnitts. Auf diese Einschrinkung ist in der Vor-
aussetzung 8 hingewiesen. Sie kann aber wegen der chenfalls vor-
ausgesetzten Diinnwandigkeit (Voraussetzung 3) hingenommen
werden.

In der Gleichgewichtsaussage (23 a) liBt sich die Anderung des
SDrillmomentes® in  z-Richtung durch den einfachen Ausdruck

G kp Jyn beriicksichtigen, so dall nun die vollstindige Differen-
tialgleichung in der Form

B n'rc : J'r-vmr (z) — G- IrD = kvu (=) + kB 2 kv {Z} = kq {z} {29}
vorliegt. Sie entspricht der Differentialgleichung des Balkens auf
kontinuierlicher elastischer Bettung mit Lingskraft nach Theorie
I1. Ordnung und in bekannter Analogie auch der Differential-

gleichung der Waélbkrafttorsion fiir den Stab mit kontinuierlicher
elastischer Drehbettung.

5. Die Losung der Differentialgleichung (29)
51 Die

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung (29) macht
keine Schwierigkeiten. Sie ist vom Beulen, vom Biegedrillknicken
und vom elastisch gebetteten Stab her hekannt und fiir den letzt-
genannten Fall z B. in [8] ausfithrlich dargestellt. Sie wird hier
nur soweit angegeben, als sie fiir die Klirung der Bezeichnungs-
weise notwendig ist.

allgemeine Losung

Mit dem Losungsansatz V (z) = e’z fiir die homogene Differen-
talgleichung erhilt man aus der charakteristischen Gleichung

o G-D . B
 J Epind e A% 4 =
& E-C 3 E-C "

die vier Wurzeln

. G-D 6Dy B
Aanga = & ]/2E-C o l/(z_E_‘(‘) “E-C
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Mit [ machen wir die Ausdriicke in der Wurzel dimensionslos

/:-1.2,3‘4 =+ é‘ [/Q' o Vf,-z — '7,12” s

mit den Abkiirzungen

G-D-I*
$=%E.¢

_1/B-1
n - _E-". (u:. .
5.2, Die

Die Randbedingungen miissen durch die Verformungsresultanten
kV und ihre Ableitungen nach z, z. B. die SchnittgroBen, ausgedriickt
werden kénnen. Wenn an den Faltwerksenden starre Endscheiben
die elastischen Verformungen in der Querschnittsebene verhindern,

Randbedingungen

sind dort die Verformungen b von k=4 ab aufwiirts gleich Null:

ky (0) = *¥ (1) =0 (Starre Endscheiben).

Das gilt auch, wenn Gesamtverschiehungen oder Verdrehung
(Starrkérperbewegung) maglich sind, das heiffit die Bedingung gilt
fiir jede Stelle z, an der ein starres Querschott vorhanden ist. Der
Ersatztriger & erhilt dort ein festes Lager. Ein Faltwerk mit
starren Schotten an den Enden und in Feldmitte ist also fiir die
Verformungen “V von k = 4 aufwirts ein Durchlauftriger auf drei
Stiitzen.

Ist die Verwélbung verhindert, so sind die Verformungen ey
gleich Null.

EV(0) = EV' (1) =0

Sind dagegen die Verwélbungen an den Enden frei, so kann dort
kein Wélbmoment auftreten und demgemiB ist

kg (0) = ey (I) =0 (Verwblbungen frei).

Auch in den Randbedingungen hat man die Analogic zur Tech-
nischen Biegelehre und Wilbkrafttorsion.

(Verwdlbung verhindert).

6. Theorie IL Ordnung

Gerade bei der Theorie II. Ordnung kommt einem die eindimen-
sionale Darstellungsweise fiir die Faltwerksberechnung sehr zugute.
In diesem Abschnitt soll daher ein kleiner Ausblick auf die Mog-
lichkeiten gegeben werden.

Wie gewohnt wird das Gleichgewicht am verformten System auf-
gestellt. Hier wird zur Erliuterung nur die Scheibe i betrachtet.
Bild 11 zeigt die Anderung der Verformung der Scheibe i in
z-Richtung. Der Querschnitt bei z + dz hat sich gegeniiber dem

Querschnitt bei z um 'l‘fLi"dz in Richtung der Scheibe, kj'@-'-dz

rechtwinklig dazu verschohen und um kl'){'dz verdreht. Zerlegt
man nun die auf dem Querschnitt stehende Normalspannung in eine
Komponente in Richtung der verformten Faser und in eine Kom-
ponente rechtwinklig zur unverformten Scheibenebene, so erhilt
man fiir den ,,Querschnittsrahmen® eine Belastung, die der Ver-
schichung jedes Querschnittspunktes multipliziert mit der auf ihm

Lo
1. _oyd;

TR~

i vide

Bild 11.

Beanspruchungen am Scheibenelement
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stehenden Normalspannung gleich ist. Aus dieser Belastung ergeben

sich Scheibenkrifte, die im allgemeinen zum Vektor *{ nicht affin
sind, sie enthalten auch Anteile der anderen Scheibenkraft-Vek-
toren. Diese Anteile erhilt man mit einem der in Abschnitt 3.2
angegebenen Verfahren.

Fiir den Fall konstanter Normalspannungen im Querschnitt
(Normalkrafthelastung N) werden diese Anteile ‘" genannt. Sie

geben die BelastungsgriBBe iq fiir den Zustand i an, die die Normal-
kraft an der Verformung des Zustandes % erzeugt. In den , trivialen®
Fillen hat man als Beispiel hierfiir das Biegedrillknicken: Die
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Da n =5 ist, sind zwei Eigenwerte zu suchen. Es ist: B =B
=B ="B=0. Man findet: ‘B 13833 und °B = 10185. Die
Eigenfunktionen sind so normiert, daB die Wolbwiderstinde gleich
1 werden. Dann ist ‘B = 'B. Tn der folgenden Tafel 4 sind in Ver-
bindung mit Bild 17 die Wolbordinaten, die Verformungskompo-
nenten, die Scheibenkriifte und die Querbiegemomente angegeben.

Als niichstes werden die Schubkrifte aus der iuBeren Last ge-
braucht. Dazu muB man den wQuerschnittsrahmen® statisch unbe-
stimmt rechnen. Bei unverschieblichen Kanten erhilt man die in
Bild 18 dargestellte Querbiegemomentenfliche und die Scheiben-

Normalkraft erzeugt an der Verformung v ein Torsionsmoment von  |asten @ == gqs= — 092076, gy = — q, = — 1,0742 und ¢; = 0.
der GrioBe y,, - N+ und entsprechend erzeugt sie an der Verfor-
o’ : e o ’,
mung ¥ eine Querkraft von der Grifle Ym N-&. Tafel 4. Beispiel 1. Ergebnisse der allgemeinen Rechnung
Da v der VerformungsgréBe 'V und ¢ der VerformungsgréBe *V =1
. - ; = » = g = lp e | = 4 lp —
entspricht, so erhilt man also *n = %p =y, . Durch diese Koppel- B=1 €= 1y = 91003 [m] 8:=0
glieder ergibt sich wieder eine Abhiingigkeit der Differential- 2 : . B }
gleichungen fiir die einzelnen Zustiinde k. : ¥i 1 foi ; ‘5 Fmy
Fiir Gabellagerung  (*V (0) = 5v (1) =%V~ (0) = *¥ (1) = 0)
liBt sich die ,,Knick“-Bedingung durch einen Sinusansatz gewinnen, : 3,2500 0 1,0000 0 0,0446
die dann auch das Beulverhalten mitbeschreibt. $2500 0,7071 0,7071 0 0,3888 g
2 1,2500 0
. : 1,0000 0 0 0,4502
7. Beispiele 3 | —1,2500 0
558 04,7071 — 0,7071 0 0,3888
. Zur leichteren Lésung der Differentialgleichung (29) sind in den  # _"f"'m 0 — 1,0000 a 0,0446 °
Bildern 12 bis 15 Hilfswerte fiir den Balken auf zwei Stiitzen und 5 | —3,2500
i ille Einzellast in Feldmi i ! é = k=2
die Lastfille Einzellast in Feldmitte und Gleichstreckenlast an 15 s 16 - I, = 1,5560 (] 15w b
gegeben.
i ‘ 0 — 1,6957
7.1. Beispiell — 1,0000 0 0 - 0,1223
. ; ) 1| —0,6957
Fiir das Faltwerk mit dem im Bild 16 angegebenen Querschnitt 5 Tapiy | O 0,7071 0 — 0,5523 i
werden zunichst die vollstindigen Querschnittswerte ermittelt. Da- 4 L0 0 1,0000 0 0 4
nach werden fiir den Lastfall Eigengewicht die Spannungen be- : 0‘69"" 0,7071 0,7071 0 0,5523
- ad . - i 4 1 ¢
rechnet. Die Systemwerte sind in Tafel 1 zusammengestellt, 1(9%‘:* 1,0000 0 0 0,1223
5 005
Tafel 1. Systemwerte k=23 .
3 ! =X B = 8¢ = €py = 1,6675 D = I = 0,1092
n=5
E =2 100 000 [t/m®] (Beton) 0 — 2,5733
w=10 — 3,2500 3,4772 —1 — 0,1117
! =8 [m] 1 0,6767
B 1.9218 — 0,1927 2,9893 —1 — 0,1550 o
Scheibe h [m] d [m] x [ g 0,9775 0 -1 0,2192
3 — 1,2218 0
4 0.6761 — 10,1927 - 2,9893 -1 — 0,1550
; LE0R 0.2 » o — 83,2500 | — 3,4772 -1 —0,1117
2 2,8284 0,12 45 5 2,5733
3 k=4 5
2 25000 9,12 0 ip = 13832 iC 1 D =1,9543 [m?
4 2.8284 0,12 — 45
H 1,0000 0,25 - 90 0 2,0593 ;
43,4985 2,7208 0,1164
MAIs‘c erstes kann man nun mit den Formeln (14) und (18) die ; 2 :;;ﬁ ~0,6932 | — 24730 2,2394 0,1579 —_
atrizen T und & aufstellen (Tafel 2 und 3). s 0 0,9803 0 0 »
3 0,5214 ; 308,82
Tafel 2 Matwix I 2| ~ages 0,6032 | — 24739 | —22394 | — 0,157
—_ _ — 3,4985 — 2,7208 — 0,1164
0 i 5 3 4 s 5 2,0593
5B = 10184 i =1 [ 5p = 1,543 [m?]
1 — 45,043 89,808 — 102,600 85,361 — 38,094 10,567
2 126,620 - 271,710 357,750 — 333,370 198,850 — 77,859 0 1,2019
4 — 144,590 332,550 — 488,700 488,700 — 332,550 144,590 1 ]"'HDI — 2,6220 — 4,3061 — 0,0522
4 77,859 | — 198,580 333,370 | — 357,750 271,710 | — 126,620 4 l‘.5;138 1,016 0,9807 | — 2,6470 0,1921 L06as
5 | — 10,567 38,004 | — 85,361 102,600 | — 89,808 45,043 ; —1,2351 0 21376 | — 02717 *
3 1,5438 1064,3
§ 0 0 0 0 0 0 L0161 | —0,9807 | — 2,6470 0,1921
4 — 1,3301
- — 2,6220 — 4,3061 — 0,0522
Tafel 3. Matrix & 5 1,2919
0 1 2 3 4 3 i Al . P T - .
— Durch Multiplikation mit den #f; ;~Werten erhiilt man die Be..
1| — 0,085 | — o.0417 o o 0 0 lastungsresultanten
2 — 0,35 1l ;
0,85355 | —0,67355 | — 0,16000 ¢ 2 ¢ *g = 2+ (0,92076 + 1 -+ 1,2074 - 0,7071) = 3,5491
3 — 0,31250 — 0,73676 — 0,67426 — 0,12500 0 0
' ' : tq = 2 (0,92076 * 3,4985 — 1,0742 - 0,6932) = 4,7686.
4 = 0,35355 | — 0,83355 | — 0,90426 | — 0,74426 | — 0,16000 0 2 (0, s ? 1 ) Y
5[ =000 | — 0,29471 | - 0,31971 | — 0,31971 | -~ 0,25304 | — 0,04167 Als Kontrolle muB sich fiir 2¢ die Resultierende des Gewichts
& ] = 012500 | — 020471 | —0,31971 | —0,31971 | — 020471 | — 012500  ergeben.

DER STAHLBAU 6/1966 169



R. Schardt

Eine Erweiterung der technischen Biegelehre

Q*\__

70

- ' 5
]-325- —‘- - 200 —

Querschnitt fiie das Faltwerk des Beispiels 1

Bild 16.

Einkeitsverwilbungen g Linheitsverformungen by

Sehubhrifte s,

Bild 17. Verwilbungen, Sdiubkriifte und Vecformungen in den Einheitszustinden

-(7738
005121

08207

Bild 18. Scwbkrifte und Querbiegemomente bei unverschieblichen Kanten
in [Mp] und [Mpm]
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Spannungen beiz = 12 biegesteifes Falfwerk (£

———"Balkentheorie " (%d/
Bild 19,

weemeen drillweiches Faltwerk (E0p.gy=Gelenkfaliwerk)

Spannungsverteilung in Feldmitte (siche Tafel 5)

Die benitigten Steifigkeitswerte sind

2 =
§=0 } daraus *op =1

3)-'. = {)
108 . 0,7673 - 8%
4F — e s A N
¢ 2.2,1-10° 5
1383 5 ; daraus ‘ﬂ)rpv = 0,295.
in = e o
Liab ol e T e

Fiir das Biegemoment (2. Wilbmoment) gilt wie bekannt

3.5 . g2
2W(1/2) = ——’4?31 8 = 28,393 Mpm .
Mit dem aus der Kurventafel (Bild 14) zu entnehmenden Hilfs-
wert errechnet sich das 4. Wolbmoment in Feldmitte zu

4,7686 - 8*

W (1/2) = 0,295 - = 11,254 Mpm .

Vernachlissigen wir den Drillwiderstand (*D = 0), so wird mit
4 = 0 und mit ‘o = 0,99
4,7686 - 8°

T

Der Unterschied zum Gelenkfaltwerk (*w; =1) ist dann nur
unbedeutend. Er wird erst bei groBerer Linge spiirbar.

W (1/2) = 0,99 - = 37,57 Mpm.

Die Spannungen werden nach der Formel (26) ermittelt und sind
in der Tafel 5 und im Bild 19 dargestellt.

Tafel 5 Spannungen zum Beispiel 1 in [Mp/m?®] (siche Bild 19)
k
,:\ a g *5(D) 46(D=0) 2 a(D) Za(D=0)
0 30,942 — 23,175 — 11,174 1,767 — 46,832
1 12,650 16,196 54,355 28,846 67,005
2 — 23,716 — 5,868 — 19,692 — 29,584 — 43,408
3 — 23,716 — 5,868 — 19,692 — 29,584 — 43,408
4 12,650 16,196 54,355 28,846 67,005
5 30,942 — 23,175 — 77,774 7,767 — 46,832

Bei diesem Querschnitt, bei dem es nur eine symmetrische und
eine antimetrische ,héhere SchnittgréBe® gibt, kann man die Wélb-
ordinaten fiir k =4 und k =5 auch dadurch gewinnen, dal man
die Orthogonalititsheziehung f ip. ktp d F = 0 benutzt. Wegen der
Symmetrie des Querschnitts sind dic Wilbflichen durch drei Ordi-
naten @y, @y, P bestimmt. Von den gesuchten Wilbflichen kann
man eine Ordinate willkiirlich wihlen (z.B. %@, =1). Dann stehen
in der Orthogonalititshedingung nur noch die beiden Unbekannten

kg, und kp,. Fiir & = 4 geniigen die beiden Gleichungen
Jop, 4+ dF =0 und [?g;-tp;-dF =0

zur Festlegung der ‘p-Fliche. Die °p; sind die Verformungen der
Normalkraft und daher alle gleich grof, die %¢; sind die Wolb-
ordinaten bei Neigung des Querschnitts um die x-Achse. Fiir k =5
verfihrt man ebenso, indem man mit den bekannten antimetrischen
Wialbflichen 'g; (Neigung des Querschnitts um die y-Achse) und ®pi
(Einheitsverwilbung infolge 9 = 1) orthogonalisiert.
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Bild 20. Querschnitt fiir das Faltwerk des Beispiels 2

7.2. Beispiel 2

Als Beispiel 2 betrachten wir einen Abkantquerschnitt, der in
der linken Stegebene durch eine Einzellast belastet ist. Den Quer-
schnitt mit seinen Abmessungen und der Lastanordnung zeigt
Bild 20. Die Ergebnisse der allgemeinen Rechnung und der Span-

Tafel 6. Beispiel 2. Wilbordinaten "‘rpi
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-328,03
(-473.07)

278,05
(-40413)

94707

(786,97)

— Spannungen kpfem? aus £6 (2-7)

——— Spannungen kpfem? aus £d (23)
Zohlen in( )

Bild 21.

Spannungsverteilung in Feldmitte

nungsermittlung sind in den Tafeln 6 bis 8 zusammengefaBt. An
den Spannungsanteilen der 4. bis 7. SchnittgréBe erkennt man, dal
die iibliche Rechnung mit Biegung und Wélbkrafttorsion 20 und ¥s
(letzte Spalte der Tafel 8) den Spannungszustand nur unzureichend
beschreibt. Bild 21 zeigt die Spannungsverteilung im Mittelquer-

schnitt.
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Tafel 7. Beispiel 2. Steifigkeits- und Belastungswerte, SchuittgroBen
k B & D ¢ 7 o kfp —pPykp, | KW= T kw (112)
2 1] 23,451 0 0 0 1 - 1 50 1250 1250
3 0 119,06 0,0269 0 0,932 — 4,8284 241 42 6035,5 5624,9
4 13,133 1 0,00125 2,416 25,007 0,282 — 0,3036 15,18 414,1 117,0
5 32,366 1 0,00147 2,83 39,2 0,215 0,3611 — 18,05 — 49,49 — 10,64
6 258,902 1 0,00238 4,597 111,03 0,132 0,3611 -~ 18,05 — 451,34 — 59,58
1 1778,86 1 0,00675 13,03 291,22 0,082 — 10,3036 15,18 379,5 30,97
Tafel 8. Beispiel 2. Spannungsanteile und Spannungssummen
k= 2 3 4 5 6 7 2 symmetr, 2 antim, 221 22,3
0 192,39 — 290,25 — 242,84 — 22,47 35,70 1,19 — 14,75 — 311,53 — 326,28 — 97,86
! 192,39 596,52 117,64 4,46 24,48 11,58 334,51 612,56 947,07 788,91
2 — 20,81 — 315,39 — 37,52 2,78 — 61,56 — 26,03 — 119,89 — 338,04 — 488,53 — 336,20
3 — 171,51 — 241,56 10,14 3.10 34,28 37,52 — 127,09 — 200,94 — 328,03 — 413,07
4 - 171,51 241,56 10,14 — 3,10 34,28 — 37,52 = 127,09 200,94 73,85 70,05
5 — 20,81 315,39 — 37,52 — 2,78 — 61,56 26,03 — 119,89 338,64 218,75 294,58
6 192,39 — 596,52 117,64 - 4,46 24,48 — 11,58 334,51 — 612,56 — 278,05 — 404,13
7 192,39 290,25 — 242,84 22,47 35,70 - 1,19 — 14,75 311,53 296,78 482,64
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