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8 Theorie Il. Ordnung fur Biegung mit Normalkraft

8.1 Problemstellung und Ziele

Fiir die Nachweise mit dem Ersatzimperfektionsverfahren geméfl Kapitel 7 werden
die SchnittgréBen nach Theorie II. Ordnung bendtigt. Gelegentlich miissen auch die
Verformungen nach Theorie II. Ordnung berechnet werden, beispielsweise dann,
wenn entsprechende Gebrauchstauglichkeitsnachweise zu fithren sind. Als Einfiih-
rung in die Problemstellung wird zunéchst die Stiitze in Bild 8.1 betrachtet. Sie soll
ideal gerade sein und senkrecht stehen, d. h. Imperfektionen werden hier nicht ange-
nommen.
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Bild 8.1 Prinzipieller Einfluss der Theorie Il. Ordnung

In Bild 8.1a ist die Stiitze nur durch F, belastet und es tritt eine konstante Druckkraft
N = F, auf. Bei der Belastung durch F,, Bild 8.1b, entsteht ein linear verénderliches
Biegemoment und die Verschiebungen w(x) mit dem GroBtwert am Stiitzenkopf kon-
nen problemlos mit den bekannten Methoden der Baustatik bestimmt werden. Wenn
nun wie in Bild 8.1¢ F, und F, gemeinsam wirken, so ergibt sich unmittelbar aus der
Anschauung, dass die horizontalen Verschiebungen in Bild 8.1b durch F, groBer wer-
den. Ursache dafiir ist der aulermittige Lastangriff von F, beziiglich der unverform-
ten Stabachse am unverformten System. Dieser Effekt fiihrt auch zu einer Veridnde-
rung der Biegemomente M(x) und an der Einspannstelle ist M, = —-F, - / — F, - wy. Der
Vergleich mit M, = —F, - 7 in Bild 8.1b zeigt, dass der erste Term zur linearen Stab-
theorie gehort. Der zweite Term erfasst den Einfluss der Theorie II. Ordnung, d. h.
des Gleichgewichts am verformten System. Wie man leicht sieht, konnen die Ver-
schiebungen w(x), insbesondere wy, infolge F, und F, in Bild 8.1c nicht ohne weite-
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res berechnet werden. Verallgemeinert ergibt sich aus Bild 8.1 folgende Problem-
stellung: Wie konnen Verformungen und Schnittgro3en nach Theorie II. Ordnung be-
stimmt werden?

Nach einer Kldrung der grundlegenden Zusammenhinge in Abschnitt 8.2 und der
Formulierung der Gleichgewichtsbedingungen werden anschlieBend folgende Metho-
den behandelt:

Verwendung der virtuellen Arbeit
Losung der Differentialgleichung (DGL)
Iterative Berechnungen
Vergroferungsfaktoren
Ersatzbelastungsverfahren

Natiirlich wird man in der Praxis hdufig EDV-Programme einsetzen und nur bei ein-
fachen Anwendungsfillen die o. g. Losungsmoglichkeiten verwenden. Zur Klar-
stellung seien daher die vorrangigen Ziele genannt, die in diesem Kapitel verfolgt
werden:

Grundlegende Zusammenhénge kliaren

Grundgleichungen bereitstellen

Verstiandnis fiir das Tragverhalten wecken und schulen

Kontrollmoglichkeiten flir Berechnungen mit EDV-Programmen zur Verfii-
gung stellen

Aus didaktischen Griinden wird hier nur die einachsige Biegung mit Normalkraft
behandelt. Dies ist nicht nur der einfachste Fall bei der Theorie II. Ordnung, er hat
auch fiir baupraktische Anwendungsfille die grote Bedeutung und bildet dariiber hi-
naus den Ausgangspunkt fiir beliebige Beanspruchungsfille, s. Kapitel 9.

Anmerkungen: Die Zustandsgrof3en fiir die Stiitze in Bild 8.1c konnen mit der Lo-
sung der DGL (s. Tabelle 8.3) oder unter Verwendung von VergroBerungsfaktoren
(s. Abschnitt 8.7) bestimmt werden. Die Verschiebung am Stiitzenkopf kann mit

3 3 . |
Wp = E, £3 '(tans—s) bzw. w, ;FZ ¢ -1 0,014 N/Ny;
El-¢ 3-EI 1-N/Ng,
berechnet werden und das Biegemoment an der Einspannstelle mit:
Ma:_Fz'g’taﬁ bZW. Ma:_Fzgl_OjlgN/NKl
¢ I-N/Ng,

Als Parameter werden bei diesen Berechnungen die Stabkennzahl € und die ideale
Drucknormalkraft Ng; verwendet.
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8.2 Grundlegende Zusammenhange

Zur Klédrung der grundlegenden Zusammenhénge wird die Stiitze in Bild 8.2 betrach-
tet. Da als Steifigkeit EI — o angenommen wird, kann sie sich nicht verkriimmen
und bleibt daher gerade. Dabei wird die Wegfeder C,, zusammengedriickt und die
Verformungen der Stiitze konnen mit einer Verformungsgrof3e beschrieben werden.
Gewihlt wird gemil Bild 8.2¢ die Stabverdrehung ¢.

a) Baustatisches b) Gleichgewicht am c) Gleichgewicht am
System unverformten System verformten System
K &
Y X
c —P»F —>F
—>F
2
SchnittgréRen:
N
T b A,
¢ <4 M
\/A\
2 EI=>o0 / v
v //
Fz'f2/K1 |V| \
a A ™ /
A N
=K
Bild 8.2 Gleichgewicht in der unverformten und der verformten Lage

Gleichgewicht am unverformten System

Bei der linearen Stabtheorie (Theorie I. Ordnung) wird das Gleichgewicht am unver-
formten System formuliert. Da das System statisch bestimmt ist, konnen die Auflager-
kréfte und SchnittgroBen ohne Schwierigkeiten bestimmt werden. Mit den Skizzen in
Bild 8.2b ergeben sich die in Tabelle 8.1 zusammengestellten Schnittgr68en nach
Theorie I. Ordnung (Kopfzeiger ,,I*) fiir den oberen Stiitzenbereich.

Tabelle 8.1  SchnittgréRen im oberen Bereich der Stitze in Bild 8.2a

SchnittgroBen Lineare Stabtheorie |Geometrisch nichtlineare Stabtheorie
Normalkraft N'(x) = -F, N(x) =-F4-cos ¢+ F, - sin ¢

Querkraft Vi(x)=F, V(x) = F,-cos ¢ + Fy-sing

Biegemoment M(x)=-F,-(£=x)  [M(x)=-F,- (£-x)-cos ¢ —Fy- (£~X)sin ¢
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Mit dem linearen Federgesetz

Ay =C,, -wy (8.1)
und der Auflagerkraft

Ay =FE, -1/¢, (8.2)
erhdlt man

C, -wy =FE -4/, (8.3)

und fiir kleine Winkel mit wi = ¢' - ¢,

o = F!
C, (1

(8.4)

W

Gleichgewicht am verformten System

In Bild 8.2¢ ist das verformte System mit einem relativ groBen Winkel ¢ gezeichnet.
Damit soll sichtbar werden, dass sich die Stiitze wie die Speiche eines Rades um den
FuBBpunkt dreht, der Kopfpunkt auf einem Kreisbogen liegt und sich daher im Ver-
gleich zur unverformten Lage nach unten verschiebt. Dariiber hinaus soll deutlich
werden, dass die Lasten F, und F, ihre Richtung beibehalten und quasi am Kopfpunkt
der Stiitze ,,befestigt sind und sich daher entsprechend mit verschieben. Dies ist
jedenfalls die Grundlage der Stabtheorie, die bis auf Ausnahmefille auch der Realitit
entspricht.

Die SchnittgroBBen N, M und V, die man fiir die Bemessung benétigt, beziehen sich,
wie die Skizze in Bild 8.2¢ zeigt, auf die verformte Stabachse. Mit den trigonomet-
rischen Funktionen sin ¢ und cos ¢ kdnnen sie, wie in Tabelle 8.1 rechts angegeben,
fiir den oberen Teil der Stiitze berechnet werden.

Die Auflagerkraft A, ergibt sich aus dem Momentengleichgewicht am verformten
System (Bild 8.2¢) wie folgt:

Ay-ly-coso=F,-/-cos@+F,-/-sinq@ (8.5)

Andererseits gilt wiederum das lineare Federgesetz

sodass die Gln. (8.5) und (8.6) zu der folgenden Beziehung fiihren:
C, wy,=F -0/t,+F -{/{, tan@ (8.7)

Die Verschiebung wy, wird nun durch
Wy =/, -sing (8.8)
ersetzt, sodass sich die folgende Gleichung ergibt:

C, -/, -sinp—F, -0/t -tanp=F, -0/ ¢, (8.9)
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GI. (8.9) ist eine nichtlineare Gleichung zur Bestimmung von ¢, die zur geometrisch
nichtlinearen, also exakten, Stabtheorie gehort. Sie kann nur iterativ gelost werden,
was flir die tiblichen Problemstellungen im Bauwesen zu umsténdlich und auch im
Rahmen der erforderlichen Berechnungsgenauigkeit nicht erforderlich ist. Das geo-
metrisch nichtlineare Problem wird daher im Sinne einer Theorie II. Ordnung
teilweise linearisiert. Dabei geht man davon aus, dass die Verdrehungen klein sind
und ndherungsweise

sin@=tan @ = @ (8.10)
und

cos ¢ =1 (8.11)
gesetzt werden konnen. Damit folgt aus Gl. (8.9)

(Cy -6y =E - £/0))-9=F,-(/t,, (8.12)
sodass sich der Winkel ¢ wie folgt ergibt:

E -/
(P:CW%%_FX% (8.13)

Im Vergleich zu Gl. (8.4) tritt hier im Nenner zusétzlich ein Term auf, der F, enthilt
und die Nichtlinearitit im Sinne der Theorie II. Ordnung erfasst. Wenn man den Nen-
ner in Gl. (8.13) gleich Null setzt, wird die Verdrehung ¢ unendlich grof3. Daraus er-
gibt sich auch, wie in Abschnitt 4.3 beschrieben, die Knickbedingung fiir das
Eigenwertproblem und die Verzweigungslast:

Feix =Cy 11/t (8.14)

Bei Theorie II. Ordnung werden nicht nur die Winkelfunktionen, siehe GlIn. (8.10)
und (8.11), linearisiert, sondern auch mit einer weiteren Ndherung die Last F, durch
die Drucknormalkraft ersetzt. Der Vorteil dieser MaBBnahme wird an dem untersuch-
ten Beispiel nicht deutlich, ist aber bei Stabwerken im Sinne einer moglichst ein-
fachen Losung notwendig. Bei dieser Niherung werden die Drucknormalkrifte
nach Theorie I. Ordnung fiir die weiteren Berechnungen nach Theorie 1I. Ordnung
verwendet. Hier ergibt sich mit Hilfe von Bild 8.2, wenn N als Drucknormalkraft
positiv definiert wird,

F,=N! (8.15)
und daher auch:
Feix = Nii (8.16)

Der Kopfzeiger I wird jedoch in der Regel weggelassen, weil diese Vorgehensweise
ein allgemein bekannter Bestandteil der Theorie II. Ordnung im Stahlbau ist.

In Bild 8.3 ist die Verdrehung der Stiitze nach Theorie I. und II. Ordnung sowie auf
Grundlage der geometrisch nichtlinearen Theorie dargestellt. Da die Verdrehung von
Fi und F, abhéngt, wurde beispielhaft der Fall F, = 0,2 - F, gewidhlt. Wie man sieht,
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sind die Unterschiede bis etwa 15° gering, weil sin ¢ = ¢ und cos ¢ = 1 mit 101,2 %
und 103,5 % vergleichsweise gute Naherungen sind. Wenn man die Gln. (8.14) bis
(8.16) in GI. (8.13) einfiihrt und dariiber hinaus Gl. (8.4) beriicksichtigt, so kann man

die Verdrehung ¢ auch wie folgt berechnen:

1

I .
=0 -0 mt o=——m
°=e - N/Ng,

(8.17)

In Gl. (8.17) ist a ein Vergrofierungsfaktor mit dem die Verdrehung nach Theorie .
Ordnung ¢' vergroBert wird.

AN
NKi
;2 Th. I]._Ordnltlmg: // -}_
0,8 ¢ =0’2'N_Ki \/ Th.II. Ordnung:
0.7 / ‘P=‘PI'1—I\11/NN ——
> // /%/
0,5

L
// / Geometrisch nichtlineare Theorie:

0,4 —
/ sin(p—Nﬁ-tan(p=0,2-Nﬁ
0,3 / Ki Ki ——
0,2 //
0,1
0’00 5 10 15 20 25 {>(pin [°]
0 0,0873 0,1745 0,2618 0,3491 0,4363 @inrad
Bild 8.3 Verdrehung der Stutze in Bild 8.2 nach den verschiedenen Theorien

Anmerkung: Gemal Bild 8.3 ergeben sich nach der geometrisch nichtlinearen Theo-
rie groflere Verdrehungen als nach Theorie II. Ordnung. Dies ist im Vergleich zu
den Systemen in Abschnitt 2.7 (und vielen anderen) ungewohnlich. Bei der Stiitze
in Bild 8.2 wird das Tragverhalten in mafligebender Weise durch die Feder beein-
flusst, fiir die in Bild 8.2c angenommen wurde, dass sie mit der Stiitze fest verbun-
den ist und dass die Reaktionskraft die horizontale Richtung beibehélt. Da diese
Voraussetzungen in der Baupraxis kaum realisiert werden konnen, ist die Stiitze
fiir die Beschreibung des geometrisch nichtlinearen Tragverhaltens mit grofen
Verdrehungen nur bedingt geeignet. Die Stiitze wurde hier zur Klarung grundle-
gender Zusammenhénge als Beispiel gewihlt.

Mit Hilfe von Tabelle 8.1 und den Néherungen fiir die Winkelfunktionen ergeben
sich die SchnittgroBen nach Theorie 1I. Ordnung fiir den oberen Bereich der Stiitze
wie folgt:

N=-F,+F,-0; V=F,+F,-0 (8.18a,b)
M=-F,-({l-x)-F-({—-x) -0 (8.18¢)
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Der Vergleich mit der linearen Stabtheorie zeigt, dass sich alle SchnittgroBBen durch
den Einfluss der Verdrehung verdndern. Dariiber hinaus beziehen sich gemiaf3 Bild
8.2¢ die Normalkraft N und Querkraft V auf die verformte Stabachse. Man bendtigt
diese Schnittgroen, weil damit der Nachweis ausreichender Querschnittstragfahig-
keit zu fiihren ist, s. auch Abschnitt 2.5. Man kann natiirlich auch (wie in Bild 4.5)
SchnittgroBen mit Bezug auf die vertikale und horizontale Richtung berechnen, die
Beanspruchung der Querschnitte darf damit aber nicht ermittelt werden.

Wie bei der Verdrehung ¢ kann man auch die SchnittgroBBen V und M unter Verwen-
dung des VergroBerungsfaktors o in Gl. (8.17) bestimmen. Nach einigen dquivalen-
ten Umformungen erhélt man:

V=V« (8.19a)
M=M"«a (8.19b)
Mit dem VergroBerungsfaktor a in Gl. (8.17) konnen die Verformungen, Querkréfte

und Biegemomente auch bei vielen anderen Systemen mit ausreichender Genauigkeit
berechnet werden. Abschnitt 8.7 enthilt dazu ndhere Angaben.

Der Vollstindigkeit halber soll hier auch der bekannte Zusammenhang

_dM(x)
== =M(x) (8.20)

angegeben werden. Er ergibt sich unmittelbar, wenn GI. (8.18c) einmal nach x diffe-
renziert wird. Gl. (8.20) soll klarstellen, dass die Ableitung des Biegemomentes
gleich der Querkraft senkrecht zur verformten Stabachse ist (s. Bild 8.2¢).

V(x)

8.3 Prinzip der virtuellen Arbeit

Wenn Tragwerke belastet werden, treten aufgrund der einwirkenden LastgroBen Ver-
formungen auf. Als Reaktion entstehen im Tragwerk Spannungen und Verzerrungen,
die zu Schnitt- und Verformungsgroflen fithren. Sofern die Beanspruchungen aufge-
nommen werden konnen, befindet sich das Tragwerk im Gleichgewicht. Die Formu-
lierung der Gleichgewichtsbedingungen ist in der Baustatik eine zentrale Aufgabe
und man benétigt entsprechende Prinzipien und Methoden. Ublich sind:

o Prinzip der virtuellen Arbeit
¢ Prinzip vom Minimum der potentiellen Energie
e (Gleichgewicht am differentiellen Element/Differentialgleichungen

Im Folgenden wird das Prinzip der virtuellen Arbeit verwendet und es werden in Ab-
schnitt 8.4 die Differentialgleichungen hergeleitet.

Ein Tragwerk befindet sich im Gleichgewicht, wenn die Summe der virtuellen Ar-
beiten gleich Null ist. Die Bedingung

SW =W, + W, =0 (8.21)

ext
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ist daher die allgemeine Forderung, dass Gleichgewicht vorhanden ist. In GI. (8.21)
ist SWey die virtuelle Arbeit der duBeren eingeprigten Krifte (ext £ external) und

Wiy die virtuelle Arbeit aufgrund der entstehenden Spannungen (int £ internal). Die
innere virtuelle Arbeit st als Reaktion auf die einwirkenden Krifte negativ.

F F Virtuelle Arbeit: W =F-dug
e - (,Kraft mal virtueller Weg")
SUF
Bild 8.4 Virtuelle Arbeit einer Kraft

Der bekannte Zusammenhang ,,Arbeit = Kraft mal Weg* wird in Bild 8.4 aufge-
griffen und eine Kraft F betrachtet. Sie wird in Richtung ihrer Wirkungslinie verscho-
ben und der Verschiebungsweg mit dur bezeichnet. Diese gedanklich vorgenommene
Verschiebung dug (,,virtuelle Verriickung®) fiihrt zur virtuellen Arbeit SW = F - dug.
Die duBere virtuelle Arbeit infolge von Einzellasten und Streckenlasten kann daher
problemlos formuliert werden.

Stab mit pos. Schnittufer

>
E |

— A== i—tll—

i g

I Schwerachse F-»

L_»l

d€y

SW = N-us SW = - [0, 8y dA-dx = -[N-Su-dx
XA X

Bild 8.5 Virtuelle Arbeit infolge Normalkraft N und Spannung oy

In vergleichbarer Weise wie fiir die Kraft F in Bild 8.4 kann auch die virtuelle Arbeit
ermittelt werden, die eine Normalkraft bei der virtuellen Verschiebung eines Quer-
schnitts leistet. Da N vereinbarungsgemill im Schwerpunkt S angreift, wird die virtu-
elle Verschiebung in Bild 8.5 mit dug bezeichnet. Rechts daneben wird die Normal-
spannung infolge N beispielhaft fiir die Ermittlung der inneren virtuellen Arbeit be-
trachtet. Sie ist als Reaktion auf die einwirkenden Krifte negativ und das Produkt o, -
dg, Uber den gesamten Stab zu integrieren. So wie Verschiebungswege zu Kréften
korrespondieren, gehoren bei der inneren virtuellen Arbeit Dehnungen zu Spannun-
gen. Die Formulierung der virtuellen Arbeit fiir Stdbe wird in [25] und [31] ausfiihr-
lich behandelt. Hier wird gezielt nur der Beanspruchungsfall ,,Biegung mit Normal-
kraft” nach Theorie II. Ordnung untersucht. Bei diesem Fall werden in der inneren
virtuellen Arbeit

SWiy =— [ 32, -0 -dA - dx (8.22)

X A

nur Normalspannungen o, berticksichtigt und die Stéibe als schubstarr aufgefasst.
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pos. Schnittfliche eines Stabes Detaildarstellung:
—————
0} M :
y 4 1
S,M N sMm N
I
z Ve i
Y
’
-~ ‘\qu
(py\/'x/\
- A
>
L e
-7
Bild 8.6 Verschiebungen u(z) und w(z) eines Querschnittspunktes infolge N und M,

In Gl. (8.22) sollen die Normalspannung o, und die korrespondierende virtuelle Deh-
nung d¢, durch VerschiebungsgrofBien ersetzt werden. Dazu werden in Bild 8.6 die po-
sitive Schnittfliche eines Stabes und die Verschiebungen betrachtet, die sich bei ein-
achsiger Biegung mit Normalkraft ergeben. Grundlage ist, wie bei der Stabtheorie iib-
lich, die Annahme vom Ebenbleiben der Querschnitte (Bernoulli-Hypothese). Der
Querschnitt wird zundchst infolge N um ug nach rechts und infolge Biegebeanspru-
chung um wy nach unten verschoben. ug ist die Verschiebung des Schwerpunktes und
wy st die Verschiebung des Schubmittelpunktes. Die beiden Punkte ergeben sich aus
der Normierung der Querschnittswerte, was in [25] ausfiihrlich behandelt wird. In
Bild 8.6 ist der Fall skizziert, dass S und M wie bei doppeltsymmetrischen Quer-
schnitten in einem Punkt liegen.

Aufgrund der Annahme vom Ebenbleiben der Querschnitte fiihrt das Biegemoment
M, zu einer Verdrehung ¢, der Querschnittsebene. Daraus folgen Verschiebungen in
Richtung von u und w, die aus der Detaildarstellung in Bild 8.6 rechts abgelesen wer-
den koénnen, sodass sich insgesamt folgende Verschiebungen ergeben:

u(z) =ug +z-sinQ, =ug—z-wy (8.23)
w(z)=wy —z-(l—coscpy);wM (8.24)
Ebenfalls aus der Detaildarstellung in Bild 8.6 folgt:

tan @, = —wy (8.25)
Da auch bei der Theorie II. Ordnung gemil Tabelle 2.1 von ,,schwach verformten
Systemen* ausgegangen wird, gilt ndherungsweise cos @y = 1, sin ¢y = ¢, und tan @,
= @y sowie mit Gl. (8.25) @, = —w),.
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x,u Faserinder Ausgangslage
dx ° u+du >

[
ZW Wl
u

verschobene und &‘
verlangerte Faser Ex
e 8
Bild 8.7 Verschiebung und Verlangerung einer Faser, [31]

Die Verschiebungen konnen nun dazu verwendet werden, die Dehnungen ¢, zu be-
rechnen. Sie sind als Langendnderung bezogen auf die urspriingliche Lange definiert,
d. h. es gilt:

du ,
T u (8.26)

Diese Beziehung wird in dieser Formulierung bei der linearen Stabtheorie verwen-
det, weil sich die Verschiebung u auf eine Faser in der Ausgangslage bezieht. Bei
Theorie II. Ordnung dagegen muss &, fiir die verformte Lage bestimmt werden. Dazu
wird in Bild 8.7 eine verschobene und verldangerte Faser betrachtet. Dargestellt ist die
Faser eines differentiellen Elementes der Linge dx, die Bestandteil eines Stabes sein
soll. Wenn der Stab belastet wird, verschiebt und verldngert sich die Faser. Spannun-
gen o, und Dehnungen &, beziehen sich auf die verformte Lage. Mit der Bezeichnung

€

dug soll klargestellt werden, dass es sich um die differentielle Verschiebung in Rich-
tung von g, handelt.

In dem Dreieck, das in Bild 8.7 durch die gestrichelte Linie entsteht, gilt mit dem Satz
des Pythagoras

(dx +dug)* = (dx +du)’ + dw? (8.27)

und fiir die Dehnung ¢, = dug /dx = u};:

e =Vl1+2u +u? +w? -1 (8.28)
Mit den ersten beiden Gliedern der Reithenentwicklung
VI+x El+%x (8.29)
kann GI. (8.28) vereinfacht werden und man erhélt
o 1 2 2
€, =Uu +§-(u +w ) (8.30)

im Sinne einer Ndherung nach Theorie II. Ordnung. Vertiefende Untersuchungen in

Abschnitt 9.2 zeigen jedoch, dass &, ohne den Term u'? genauer erfasst wird. In
Gl. (8.30) werden nun die Ableitungen der Gln. (8.23) und (8.24)
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u'(z)=ug—z-wy, (8.31a)
w'(z)=wy (8.31b)
eingesetzt und man erhélt:
1
SX:u’S—Z-wi\'A+§-Wﬁ (8.32)

Damit ergibt sich die virtuelle Dehnung zu:

dg, =dug —z-dWyy + OW )y - Wy (8.33)
Die Normalspannung o, kann ebenfalls durch die Verschiebungsgrofen ausgedriickt
werden. Fiir linear elastisches Werkstoffverhalten gilt das Hookesche Gesetz

ox=E - & (8.34)
und mit Gl. (8.32) folgt

! " 1 !
GXZE'(US—Z'WM+E-W1\%IJ (8.35)

Gemaél Tabelle 2.1 werden bei Theorie II. Ordnung die ,,wirklichen* Verzerrungen

mit den linearen kinematischen Beziehungen ermittelt, sodass der Term mit w'> in

GL. (8.35) entfillt. Unter Verwendung der Gln. (8.33), (8.35) und (8.22) kann nun die
innere virtuelle Arbeit bestimmt werden:

SWiy = [ 32, -0, - dA - dx
x A

=—j(8u's -EA -ug + 3wy - EL - wy; + 3wy, -N-wi\,[)-dx (8.36)

In G. (8.36) bedeuten:

A= j dA  (Querschnittsfliche) (8.37)
A

I, = _[ZZ -dA  (Haupttragheitsmoment um die y-Achse) (8.38)
A

N = J' o, -dA =EA -u§ (Normalkraft, Zugkraft positiv) (8.39)
A

Da das Koordinatensystem das Hauptachsensystem des Querschnitts ist, bei dem der
Ursprung im Schwerpunkt S liegt, gilt

Jz-da=0 (8.40)
A

Bei der Formulierung von Gl. (8.36) ist dies beriicksichtigt worden. Da EA -ug =N
eingesetzt worden ist, treten nur zweifache Produkte der VerformungsgréBen auf.
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us, F.N { StabachsedurchS '  S:Schwerpunkt
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Alle Lastgrof if
EEEEEE R R e

(-WM),My,L

" Langsachse durchM ¢

WM’Fz
SW, 4 = Sug F + Swyy F+ (—3wjy) M, L+j(é‘>us~qx+é‘>wM~qZ)~dx

SW.,., —j(éus EA-ug+3wi;-EI wis+ 3wy N-wj,)-dx

LTheorle I. Ordnung

Bild 8.8 Virtuelle Arbeit bei einachsiger Biegung mit Normalkraft
nach Theorie Il. Ordnung

Als Ergebnis des vorliegenden Abschnitts enthélt Bild 8.8 die virtuelle Arbeit fiir ein-
achsige Biegung mit Normalkraft. Der Einfluss der Theorie II. Ordnung wird mit dem
Term erfasst, der die Normalkraft N enthélt. Sie ist hier als Zugkraft positiv definiert
und muss vorab in einer Berechnung nach Theorie I. Ordnung bestimmt werden. Da-
nach kann die Berechnung nach Theorie II. Ordnung durchgefiihrt werden. Die virtu-
elle Arbeit in Bild 8.8 bildet den Ausgangspunkt fiir Berechnungen nach Theorie II.
Ordnung (s. auch Abschnitt 8.5) und fiir Stabilitdtsuntersuchungen wie beispielsweise
in Abschnitt 4.14 (s. auch Bild 4.49).

8.4 Differentialgleichungen und Randbedingungen

Die virtuelle Arbeit in Bild 8.8 kann mit Hilfe der partiellen Integration
¢ , !
J-U."V-dXZ[u-V]O—J.u-V'-dX (8.41)
0

so umgeformt werden, dass die Ableitungen der virtuellen Verschiebungsgrof3en ent-

fallen. Dabei wird angenommen, dass an beiden Stabenden Lastgrofen F,, F, und
M, 1. vorhanden sind. Wenn man Sug beseitigt und alle Terme, die dus enthalten, be-

riicksichtigt, ergibt sich das Gleichgewicht in Richtung von x bzw. u wie folgt:
¢
1 N
[Sug-(F, —EA -ug) | + [Bug -[(EA ‘ug) + qx} -dx =0 (8.42)
0

Die erste eckige Klammer enthilt die Randbedingungen und die zweite unter dem
Integral die Differentialgleichung:

(EA-u§) +q, =0 (8.43)
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