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Elastische Querschnittsbemessung

Im Mittelpunkt der elastischen Querschnitts- ,
bemessung stehen die Spannungsnachweise.
Im ersten Teil dieses Kapitels werden bau-
stoffiibergreifend die Regeln zur Berechnung
der Normalspannungen infolge Normalkraft
und Biegung, der Schubspannungen infol-
ge Querkraft, der Spannungen aus Torsion
und die Festigkeitshypothesen bei kombinier-
ter Beanspruchung vorgestellt. Die Darstel-
lung unterscheidet dabei zwischen einteiligen
und zusammengesetzten Querschnitten. Der
zweite Teil dieses Kapitels widmet sich der
ausfithrlichen Vorstellung der baustoffspezifi-
schen Bemessungsregeln fiir die Durchfithrung
der Spannungsnachweise. Durch gezielte Hin-
tergrundinformationen und anschauliche Bei-
spiele sollen die Bemessungsregeln verstind-
lich werden.

7.1 Uberblick zur Spannungsermittlung

Die Nachweisform der elastischen Querschnittsbemessung ist der Spannungsnach-
weis. Die folgenden Ausfithrungen zur Ermittlung von Normal- und Schubspan-
nungen stellen eine verkiirzte und sich auf das Wesentliche beschrinkende Zusam-
menfassung der vorausgesetzten Grundkenntnisse aus der Festigkeitslehre dar. Bei
der Darstellung wird zwischen einteiligen und zusammengesetzten Querschnitten
unterschieden.

Werkstaffiibergreifendes Entwerfen und Konstruieren: Einwirkung, Widerstand, Tragwerk.
1. Auflage. Balthasar Novak, Ulrike Kuhlmann, Mathias Euler.
© 2012 Ernst & Sohn GmbH & Co. KG. Published 2012 by Ernst & Sohn GmbH & Co. KG
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7.2 Normalspannungen einteiliger Querschnitte

7.2.1 Normalkraft

Spannungsermittlung. Die Berechnung der Normalspannungen o, infolge von Nor-
malkréften setzt eine gerade Stabachse, einen mittigen Kraftangriff und bei Druck-
kriften eine ausreichende Dickwandigkeit der Bauteile voraus, so dass ein vorzei-
tiges Ausbeulen von einzelnen Querschnittsteilen ausgeschlossen werden kann, vgl.
Bild 6.13. Es wird davon ausgegangen, dass sich die Normalspannungen gleichméfig
iiber jede beliebige, aber zur Stabachse senkrechten Querschnittsfliche verteilen.

Op = — (7.1)

N Normalkraft
A oo Querschnittsflache

Neben den Normalspannungen o, die auch als Lingsnormalspannungen bezeichnet
werden, kénnen gelegentlich auch Normalspannungen o, 0. senkrecht zur Stabach-
se auftreten. Diese Normalspannungen werden je nach ihrer Art als Querzug oder
Querdruck bezeichnet.

Pressungen. Normalspannungen infolge von Druckkriften auf eine Oberfliche wer-
den als Pressungen bezeichnet. Pressungen treten typischerweise in Fugen zwischen
Bauteilen oder in der sog. Grindungsfuge, der Aufstandsfliche der Grindungshau-
teile eines Bauwerks auf dem Baugrund, auf. Die in der Griindungsfuge auftreten-
den Pressungen werden Bodenpressungen oder Sohldruckspannungen genannt.

Querschnittsschwichungen. In Abs. 6.3 wurde bereits darauf hingewiesen, dass
i.d. R. die Beriicksichtigung der komplizierten Spannungs- und Dehnungsverhélt-
nisse in den St.-Venantschen D-Bereichen nicht Gegenstand der Querschnittsbe-
messung sein kann. Bei Querschnittsschwichungen hingegen ist es relativ einfach,
wenigstens ansatzweise die Spannungsdiskontinuititen zu beriicksichtigen. Man er-
mittelt in diesem Fall die Spannungen an dem um die Querschnittsschwichungen
reduzierten Querschnitt, dem sog. Nettoquerschnitt Apnetto, siche Bsp. 7-1.

Ao = A — AA (7.2)
A oo ungeschwichter Querschnitt, Bruttoquerschnitt
ANetto «ovnnn.. geschwiichter Querschnitt, Nettoquerschnitt
AA oo Querschnittsschwichung

Es wird ausdriicklich darauf hingewiesen, dass in vielen Fillen die Spannungser-
mittlung am Nettoquerschnitt eine fiir Bemessungszwecke ausreichende Néherung,
jedoch keine exakte Berechnung darstellt. Nur in wenigen Ausnahmefiillen, z. B. bei
nicht vorwiegend ruhender Beanspruchung, ist eine exakte Spannungsermittlung in
dem durch die Querschnittsschwichungen hervorgerufenen D-Bereich notwendig,
vgl. Bsp. 7-2.
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Beispiel 7-1 Nettoquerschnitt bei Drucknormalkraft

Ein Holzpfosten (12 x 12 cm) wird auf einer Holzschwelle gelagert. Die Aufla-
gerkraft betrigt N = 15 kN. In Bild 7.1a erfolgt die Lagesicherung des Pfostens
gegen seitliches Verschieben zimmermannsméfig durch einen sog. Zapfen (Brei-
te der Zapfenausnehmung in der Schwelle: b = 4 c¢m) und in Bild 7.1b durch
sog. Winkelverbinder. Die Lingsnormalspannungen o, im Holzpfosten sind zu
berechnen.

Bild 7.1a. Um den Einbau zu erleichtern, wird die Linge des Zapfens i.d.R.
kiirzer ausgebildet als die Ausnehmung in der Schwelle. Dadurch beriithrt der
Zapfen nicht den Grund der Ausnehmung und iibertrigt somit keine Kréfte. Die
Aufstandsfliche des Pfostens reduziert sich damit um die Grofie der Zapfenaus-
nehmung AA.

AA=4cm-12 cm = 48 cm?
Aperro = A—AA =12 cm - 12 cm — 48 cm? = 96 cm?

N

- ANetto
—15 kN

- 96 cm?

Oz
= —0,16 kN/cm? = —1,6 N/mm?

Bild 7.1b. Der Pfosten steht hier auf der Schwelle mit seiner vollen Querschnitts-
fliche auf. Der druckiibertragende Querschnitt erfihrt keine Schwichung.

ANotto = A =12-12 = 144 cm?

N
Or = A
—15 kN
= m = *07 10 kN/cm2 = *1,0 N/mm2

Alle MaRe in [mml].

Luftspalt

L) 40

Schwelle Schwelle

120 %120

Winkel-
(b) verbinder

Bild 7.1 Lagesicherung eines Holzpfostens auf einer Schwelle durch (a) Zapfung und (b) Blechformteile
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Beispiel 7-2 Nettoquerschnitt bei Zugnormalkraft

Es soll die Spannung in dem mittleren Blech (¢ = 8 mm) einer geschraubten
Zugverbindung bestimmt werden, Bild 7.2a. Die Zugkraft betrigt N = 20 kN.
Das erwartete Versagen des Blechs in dem durch die Schraubenbohrung (d;, =
13 mm) geschwiichten Querschnitt wird in Bild 7.2b dargestellt.

Spannung im Nettoquerschnitt. Die Spannung im Nettoquerschnitt betrigt:
Apetto = (0 —dr) -t = (40 mm — 13 mm) - 8 mm = 216 mm?

N 20000 N
= = =93 N 2N 2
Anerro 216 mm? /o N/mm

Ox

Bei der ermittelten Spannung o, handelt es sich um eine {iber den geschwichten
Querschnitt gemittelte Spannung, Bild 7.2c.

Exakte Berechnung. Die im Querschnitt tatsédchlich auftretende Spannungsspitze
Omaz (Bild 7.2d) kann unter Zuhilfenahme von sog. Spannungskonzentrations-
faktoren K [215] ermittelt werden. Fiir das Beispiel ergibt sich nach Bild 7.2e:

r/b=6,5/40=0,16 - K ~ 2,52
0. = 93 N/mm?, s. o.
Omar = K -0, =2,52-93 N/mm? = 234 N/mm?
Es wird noch einmal hervorgehoben, dass nur in wenigen Ausnahmefillen die

exakte Berechnung der Spannungsspitze oy,q, erforderlich ist. In der Regel ist
eine Ermittlung der gemittelten Spannungen o, ausreichend.

(© (d)

*N
12 30N EEEEE RN |
e AN e =K 0,
« \ o = N
= K Ao """ (b-2r) t 1 %
844 —+— 40 —t- 24 ¢
¢ SN =
22 b~
[mm] 20
(a) (b) (e) 0 01 b 0,3 0,4 0,5

Bild 7.2 (a) Geschraubte Zugverbindung, (b) Versagen des mittleren Bleches, (c) gemittelte und
(d) exakte Spannungsverteilung, (e) Spannungskonzentrationsfaktoren [215]
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7.2.2 Biegung gerader Stibe mit/ohne Normalkraft

7.2.2.1 Einachsige Biegung ohne Normalkraft

Bei alleiniger Wirkung eines Biegemoments ohne zusétzliche Normalkraft spricht
man von reiner Biegung. Zur Berechnung der dabei im Bauteil hervorgerufenen
Spannungen werden die komplizierten Beziehungen der Elastizitdtstheorie durch
mehrere Vereinfachungen in die praxistauglichen Formeln der technischen Biegeleh-
re (Naviersche Biegelehre) iiberfiihrt. Folgende vereinfachende Annahmen werden
zugrundegelegt:

Stabformige Bauteile. Es werden nur stabférmige Bauteile mit gerader Stabachse
und keine scheibenférmigen Bauteile betrachtet. Die Querschnittsabmessungen b, h
der Bauteile sind gegeniiber deren Lénge [ von untergeordneter Grofle. Als Faust-
regel gilt: b, h <1/10, Bilder 7.3a und e.

Zug — engl. tension
Druck - engl. compression

(a)

M, Druck M,

r
Zug
zZ,w ‘
/!/ [ T

verformte neutrale Faser (Nulllinie)
= Biegelinie

Oxc 7 b 7‘ andfaser (Druck)
D
| | =

/

y h

Et Oxt | Randfaser (Zug)
(b) () (d) (e)

Bild 7.3 (a) Stab mit reiner Biegung, (b) Verformung, (¢) Dehnungsverteilung, (d) Normalspannungsverteilung,
(e) Querschnitt
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Da nur stabférmige Bauteile Gegenstand der Betrachtung sind, kann der Einfluss
der Normalspannungen o, 0. quer zur Stabachse vernachldssigt werden.

Lasteinleitung. Alle Lasten wirken in einer Ebene (Lastebene) senkrecht zur Stab-
achse und werden iiber die gesamte Querschnittshéhe verteilt und unendlich lang-
sam (statisch) eingeleitet. Das bedeutet z. B., dass lokale Spannungen der Last-
einleitung (6rtliche Pressungen) nicht beriicksichtigt werden (Abgrenzung zu D-
Bereichen).

Kleine Verformungen. Es werden kleine Verformungen gegeniiber den Querschnitts-
abmessungen b, h vorausgesetzt. Das heifit, alle Beziehungen diirfen am unverform-
ten System aufgestellt werden. Damit kann bei reiner (querkraftfreier) Biegung
eines geraden Stabes mit konstantem Querschnitt die Biegelinie w mit einem Kreis-
bogen des Radius r angendhert werden, Bild 7.3b. Die Kriimmung w' der Biegelinie
(zweite Ableitung) entspricht dann dem Kehrwert des Kriimmungsradius r:

lle

el N

w (7.3)
Ebenbleiben der Querschnitte. Es wird von einem linearen Zusammenhang zwischen
der Kriimmung 1/r und den elastischen Dehnungen ¢ ausgegangen, d. h. die Deh-
nungen wachsen mit zunehmender Entfernung von der Nulllinie linear an, Bild 7.3c.

l o 531:,0 o 531:,15 (7 4)
r Ze 2% ’
Emyc e Dehnung der Randfaser in der Druckzone
o Dehnung der Randfaser in der Zugzone
2o e Abstand der Randfaser in der Druckzone von der Nulllinie
ZE o Abstand der Randfaser in der Zugzone von der Nulllinie

Damit wird unterstellt, dass die Querschnitte, die vor der Verformung eben wa-
ren, dies auch nach der Verformung sind (Hypothese vom Ebenbleiben der Quer-
schnitte nach Bernoulli). Gleichzeitig wird angenommen, dass beim Auftreten von
Schubspannungen, die Schubverzerrungen keinen Einfluss auf das Ebenbleiben der
Querschnitte haben.

Elastisches Materialverhalten. Es wird ein linearer Zusammenhang zwischen Span-
nungen ¢, und Dehnungen ¢, vorausgesetzt, d. h. es wird elastisches Materialver-
halten unterstellt (Hookesches Gesetz).

Op=¢€,- 0 (7.5)

Das bedeutet, dass nicht nur die Dehnungen, sondern auch die Spannungen iiber
die Querschnittshohe linear verteilt sind:

z
e 2 76
o Ot - (7.6)



7.2 Normalspannungen einteiliger Querschnitte 261

Unter diesen Annahmen kann die Spannungsformel fiir reine Biegung um die y-
Achse hergeleitet werden, ohne dass an dieser Stelle alle Zwischenschritte angegeben
werden:

M,
Y
My ........... einwirkendes Moment um die y-Achse
Y e Tragheitsmoment des Querschnitts um die y-Achse
Z o Abstand der betrachteten Faser von der Nulllinie in z-Richtung

Die (Spannungs-)Nulllinie, d. h. die neutrale Faser mit o, = 0, verlduft durch den
Schwerpunkt des Querschnitts (z = 0) parallel zur Drehachse des einwirkenden
Momentes, Bild 7.3b.

Fiir Biegung um die z-Achse kann entsprechend vorgegangen werden. Besonders
zu beachten ist das negative Vorzeichen in Gl (7.8), das sich aufgrund der Vorzei-
chenreglung ergibt.

M
Op=—— "y (7.8)
I,
M, ........... einwirkendes Moment um die z-Achse
Lo Tréagheitsmoment des Querschnitts um die z-Achse
Y oo Abstand der betrachteten Faser von der Nulllinie in y-Richtung

7.2.2.2 Einachsige Biegung mit Normalkraft

Beim gleichzeitigen Auftreten von Biegemomenten und Normalkréften, M, + N
oder M, 4+ N, sind die Normalspannungen o, aus beiden Anteilen zu iiberlagern,
Bild 7.4a. Die Nulllinie (NL) verlduft in diesen Fillen nicht mehr durch den Schwer-
punkt. Die Spannung im Schwerpunkt betrigt o, = N/A, vgl. auch Bsp. 7-3.

Biegung mit Normalkraft setzt nicht unbedingt das Einwirken duflerer Biegemo-
mente voraus, sondern kann auch beim alleinigen Wirken von Normalkréften auf-
treten, wenn diese nicht im Schwerpunkt des Querschnittes, sondern auflermittig
angreifen, Bild 7.4b. Durch den Versatz von Angriffsort und Querschnittsschwer-
punkt entsteht ein Hebelarm e. Die um den Hebelarm e versetzt angreifende Nor-
malkraft liefert ein sog. Versatzmoment M. = N - e (auch Exzentrizititsmoment
genannt). Die auflermittige Normalkraft stellt somit eine Uberlagerung von mitti-
ger Normalkraft (Bild 7.4c) und Biegung infolge des Versatzmoments (Bild 7.4d)
dar.

7.2.2.3 Zweiachsige Biegung mit Normalkraft

Wird ein Querschnitt gleichzeitig durch Biegemomente M,, M. um beide Haupt-
achsen beansprucht, so spricht man von zweiachsiger Biegung, die auch als Doppel-
biegung bezeichnet wird. Umgangssprachlich wird auch der Begriff schiefe Biegung
verwendet, da das aus A, und M. resultierende Biegemoment um eine zum Quer-
schnitt geneigte Achse angreift, Bild 7.5.
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N —
oy =qtTE oy =

Bild 7.4 (a) Biegung mit Normalkraft, (b) auBermittige Normalkraft, (c) mittige Normalkraft, (d) Versatzmoment

z
(@) (b) (c)

Bild 7.5 (a) Einachsige Biegung M, (b) einachsige Biegung M, (c) zweiachsige Biegung (schiefe Biegung)

Zweiachsige Biegung kann auch durch ein einzelnes Biegemoment hervorgerufen
werden, wenn die Wirkungsebene dieses Moments nicht mit einer Hauptachse des
Querschnitts zusammenfillt, vgl. Bsp. 7-4.

Fiir unsymmetrische Querschnitte kénnen die Normalspannungen o, aus zweiach-
siger Biegung mit Normalkraft bei Wahl eines beliebigen orthogonalen Koordina-
tensystems tiber folgende Bezichung ermittelt werden [149]:

N (L-z—TIy.-y)-My—(I,-y—1Iy.-2)- M.

=gt I,-I.— 12, (7.9)
A oo Querschnittsfliche
Lyl oo Flachentragheitsmomente
Lyz oo, Flachenzentrifugalmoment
My, M. ...... einwirkende Momente
N einwirkende Normalkraft

YyZ oo Absténde der betrachteten Faser zum Schwerpunkt
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Bei der Anwendung von Gl. (7.9) ist unbedingt die Vorzeichenvereinbarung nach
Bild 6.2 zu beachten. Durch Nullsetzen von Gl (7.9) (o, = 0) ergibt sich die
Bestimmungsgleichung der Nulllinie:

_Iy'MZ+[yZ'My N Iy'Iz_Iyzz

_ N 7.10
TLoM,t1,. M YT AT M, +1,. M, (7.10)

Fur einfach- und doppelsymmetrische Querschnitte vereinfacht sich die Spannungs-
formel (Gl. (7.9)), da die tiblicherweise gewihlten Koordinatenachsen gleichzeitig
Hauptachsen des Querschnitts sind und in diesem Fall I, = 0 wird:

N Myz Moy

x 7.11
AT T (7.11)
Die Nulllinie hat dann folgende Bestimmungsgleichung:

M, I, N I,
p= e Ly Ny (7.12)

M, .V A M,

Gl (7.11) und Gl (7.12) konnen grundsétzlich auch fiir unsymmetrische Quer-
schnitte angewandt werden, wenn die einwirkenden Momente in Richtung der Haupt-
achsen zerlegt werden, vgl. Bsp. 7-4.

Fiir die praktische Bemessung interessieren oftmals nur die maximalen Spannungen
im Querschnitt, die typischerweise in den Randfasern auftreten und die betrags-
mafig egrofiten Abstéinde y bzw. z zum Schwerpunkt aufweisen. Aus diesem Grund
werden in GL. (7.11) die Gréfen I,,/z und I, /y fiir die Randfasern zu den sog. Wi-
derstandsmomenten W, und W, zusammengefasst. Hierbei ist zu beachten, dass
die Widerstandsmomente im Gegensatz zu den Flichentrigheitsmomenten I, I,
vorzeichenbehaftet sind. Damit vereinfacht sich Gl (7.11) fiir die bemessungsrele-
vanten Randfasern zu:

Y
Oy =— =% + 7.13
TTATW, T WL (7.13)
Wy oo Widerstandsmoment fiir Biegung um y-Achse
W, oo Widerstandsmoment fiir Biegung um z-Achse

7.2.2.4 Kriftepaaranalogie

Bei hohen, dinnwandigen, symmetrischen [-Querschnitten mit schlanken Stegen
wird das Biegemoment M, vorrangig durch die Gurte abgetragen. Daher werden
gelegentlich I-Querschnitte gedanklich als Zweipunktquerschnitt betrachtet, Bil-
der 7.6a und b. Bei diesem Modell denkt man sich die Gurtflichen Ag,,; jeweils in
den Schwerpunkten der Gurte punktformig konzentriert. Die Stegfliche wird ver-
nachléssigt. Damit berechnen sich die Querschnittswerte des Zweipunktquerschnitts
AR

A=2Acun (7.14)

I, =2 AGun - (3)2 = Acurt - — (7.15)
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Schwerpunkt des

Druckgurtes

= "t FGur‘[ [ FGurt
z N

[ =d-t @ —

ol
Gurt B Fout = Fout
Schwerpunkt des
(@) (©) Zuggurtes (d)

Bild 7.6 (a) I-Querschnitt mit schlankem Steg, (b) Idealisierung als Zweipunktquerschnitt, Gurtkrafte aus
(c) reiner Biegung und (d) mittiger Normalkraft

Die mittleren Spannungen o, in den Gurten lassen sich dann bestimmen zu:

N M,z N M,
Te = A Iy 2 N 2. AGur'L zZ AGUTL

(7.16)

Durch Einfithrung von Fgy,e als die auf jeden Gurt entfallende resultierende Kraft
nach den Bildern 7.6¢ und d

[ M,

N
Fouwrt=—= 7.17
urt = 3 (7.17)
vereinfacht sich die Spannungsermittlung nach Gl. (7.16) zu:
FGurt
Op = ——— 7.18
AGuTt ( )

Aus der Berechnung der Gurtkraft Fg.,. wird deutlich, dass das Moment M, in
ein Kriftepaar aufgelost wird (Bild 7.6¢) und sich die Normalkraft N gleichméifig
auf beide Gurte verteilt, Bild 7.6d. Die Krifte weisen den Abstand z auf, der als
innerer Hebelarm bezeichnet wird.

In Bild 7.6¢ und d addieren sich die Gurtkrafte aus Normalkraft und Biegung fiir
den Untergurt, wihrenddessen sich die Kriifte fiir den Obergurt teilweise aufheben.
Folglich ist der Untergurt unter der dargestellten Belastung stéirker beansprucht als
der Obergurt.

Die Spannungsermittlung am Zweipunktquerschnitt ist konservativ, da der Lastab-
trag durch den Steg des I-Querschnitts vernachlissigt wird.
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Beispiel 7-3 Einachsige Biegung mit Normalkraft

Ein I-Querschnitt HE260 A aus Stahl wird durch eine Normalkraft von
N =500 kN (Zugkraft) und ein Biegemoment von M, = 100 kNm beansprucht.
Es ist die maximale Spannung im Querschnitt infolge der kombinierten Bean-
spruchung zu ermitteln.

Bild 7.7 Spannungsverteilung infolge (a) mittiger Normalkraft N, (b) reiner Biegung M, und
(c) kombinierter Beanspruchung

1. Querschnittswerte

Aus Tab. A2 konnen die Querschnittsabmessungen und die wichtigsten Quer-
schnittskennwerte entnommen werden: Querschnittsfliche A = 86,8 cm?, Wi-
derstandsmoment W, = 836 cm?

2. Spannungsermittlung

Die Spannungsermittlung erfolgt nach Gl. (7.13).

N M, 500kN 10000 kNem
T AW, T 86,8 cm® 836 cm
= 5,84 12,0 kN/cm?

= 58 4 120 N/mm?

Die Normalspannungen aus Normalkraft sind gleichmiifig tiber den Querschnitt
mit o, = 58 N/mm? verteilt, Bild 7.7a. Das Biegemoment M, liefert einen iiber
die Querschnittshohe linear verdnderlichen Spannungsverlauf mit maximalen
Randspannungen o4 pmaee = £ 120 N/me, Bild 7.7b.

3. Maximale Randspannung

Um die maximale Spannung im Querschnitt aus der kombinierten Beanspru-
chung zu erhalten, sind die Normalspannung aus Normalkraft und die Rand-
spannung aus Biegung mit gleichem Vorzeichen zu tiberlagern, Bild 7.7c.

O maz = 58+ 120 N/mm? = 178 N/mm?
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Beispiel 7-4 Zweiachsige Biegung (Schiefe Biegung)

Ein stéhlernes Winkelprofil L 60 x 6 erfidhrt ein Biegemoment M, = 100 kNem,
Bild 7.8a. Es ist die maximale Normalspannung o, zu ermitteln.

©

" v
4‘1 ,697\’—6,00 - 1,69<»~‘ e

Bild 7.8 (a) Winkelprofil mit Biegung M, und (b) gleichwertiger Biegung um die Hauptachsen 7 und ¢,
(c) Momentenzerlegung

* genauer Wert fur Flanschkante: 1,85

1. Querschnittswerte

Aus Tab. A7 kénnen die Querschnittsabmessungen und die wichtigsten Quer-
schnittskennwerte entnommen werden:

I, =228 cm?, W, =529 em?, I, = 36,1 cm?, I =9,44 cm?

2. Fualscher Rechenweg
Eine Spannungsermittlung mit Gl. (7.13) ist im vorliegenden Fall falsch.
M, 100 kNcm

Oy = —— =

W W = 1879 I{N-/Cl'l'l2 =189 N/mm2
Yy Yy

Begriindung: Das y-z-Koordinatensystem in Bild 7.8a ist nicht das Hauptach-
sensystem des Winkelprofils (. # 0)! Durch eine separate Berechnung wurde
ermittelt: I,, = 13,37 cm®. Das bedeutet, dass das Profil infolge M, schiefe
Biegung erfihrt.

3. Richtiger Rechenweg

Die Spannung kann fiir den Fall [,. # 0 mit Gl (7.9) ermittelt werden. Alter-
nativ kann auch das einwirkende Moment A, in die entsprechenden Momenten-
anteile beziiglich der Hauptachsen 7, { zerlegt werden, Bilder 7.8b und ¢. Dann
kann die Spannungsermittlung mit Gl. (7.11) erfolgen.

M, = M¢ = M, - cos45° = 70,7 kNem

M,-¢( M¢-n 70,7kNcm-4,24 cm 70,7 kNem - (—1,85 cm)
I, I¢ 36,1 cm? 9,44 cm?

=22, 2 kN/cm? = 222 N/mm?

Oy =
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7.2.3 Biegung gekriimmter Bauteile mit/ohne Normalkraft

Stark gekriimmte Bauteile treten vorrangig im Maschinenbau, z. B. in Form von
Kranhaken, auf, Bild 7.9a. Aber auch im Bauwesen kommen gelegentlich — wenn
auch minder stark — gekriimmte Bauteile zum Einsatz, Bild 7.9b. Die Grofie der
Kriimmung 1/7 wird durch den Kriimmungsradius r beschrieben. Schwache Kriim-
mungen haben einen grofien Kriimmungsradius. Fiir » — oo geht das gekriimmte
Bauteil in ein Bauteil mit gerader Langsachse iiber.

Prinzipiell unterscheiden sich ein gerades und ein gekriimmtes Bauteil nur in un-
terschiedlichen Léngsfaserlingen an der Innen- und Auflenseite im unbelasteten
Zustand. Im Folgenden soll ein infinitesimal kleiner Abschnitt eines geraden und
eines gekriimmten Bauteils miteinander verglichen werden, Bilder 7.9¢ und d. Un-
terstellt man, dass beim gekriimmten Bauteil infolge reiner Biegung wie beim gera-
den Bauteil die Langenéinderungen der inneren und dufieren Faser unter Belastung
gleichen Betrags sind, |Adl,| = |Adl;| (Ebenbleiben der Querschnitte), ergeben sich
aufgrund der unterschiedlichen Ausgangslingen der inneren Faser dl; und dufieren
Faser dl, unterschiedliche Randdehnungen ¢, und ¢;:

_Adl - Adl, .
ol dl, °“

€5 (7.19)

(a)

Adl dl Ox.a Adly

dl,
M
) X Nulllinie

P E 0D

&Z dl

(c) (d)

Bild 7.9 (a) Kranhaken, (b) gekrimmter Brettschichtholzbinder einer Hallenkonstruktion, Spannungen und
Dehnungen (c) eines geraden Bauteils und (d) eines gekrimmten Bauteils
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Aus den unterschiedlichen Randdehnungen folgen mit o, = F - £, unterschiedliche
Spannungen. Die Spannungen an den inneren Fasern sind gréfier als beim geraden
Bauteil; die duleren Fasern erfahren geringere Spannungen.

|o2,i| > |ox,al (7.20)

Der Spannungsverlauf zwischen den unterschiedlichen Randspannungen kann
zwangsldufig nicht mehr linear sein, um bei reiner Biegung ein Gleichgewicht zwi-
schen den Spannungsresultierenden in der Druck- und Zugzone zu gewéhrleisten.
Das bedeutet, dass sich bei reiner Biegung des gekriimmten Bauteils, die Nulllinie
aus dem Schwerpunkt in Richtung des Krimmungsmittelpunkts verschiebt.

Die Spannungen fiir Biegung mit Normalkraft bezogen auf das Hauptachsensystem
des Querschnitts berechnen sich zu [149]:

- N M, M,-z (7.21)

A r-A ® r—=z -

T Kriimmungsradius der Schwerachse des gesamten Querschnitts

Z o Abstand der betrachteten Faser vom Querschnittsschwerpunkt S

z
O ... Flichenintegral © = 72 . / dA
r—z
A

Fiir den Grenzfall des geraden Bauteils (r — o0) nimmt das Flichenintegral © die
Form des Fldchentrigheitsmomentes I, an: © = I, = fAz2 dA. Die Normalspan-
nungen aus Biegung berechnen sich dann wie nach Gl (7.7).

Fir Querschnitte, die aus Rechtecken zusammengesetzt sind, vereinfacht sich die
Berechnung des Fliachenintegrals © wie folgt. Bsp. 7-5 verdeutlicht das Vorgehen.

To.4 9
e=1r3. E by -In—=" —p%. A (7.22)
i=1 Tusi
T Anzahl der Querschnittsteile
Toyi o Kriimmungsradius der oberen Randfaser des i-ten Querschnittsteils
Toi e Kriimmungsradius der unteren Randfaser des i-ten Querschnittsteils
bi oo Querschnittsbreite des i-ten Querschnittsteils
T Kriimmungsradius der Schwerachse des gesamten Querschnitts
A oo Flache des gesamten Querschnitts

7.2.4 Ausfall der Druckzone

Bei diilnnwandigen Querschnitten kénnen durch Druckspannungen o, infolge von
Biegung und/oder Normalkriften gedriickte Querschnittsteile durch Beulerschei-
nungen statisch unwirksam werden. Bei der Querschnittsbemessung sind solche
Erscheinungen durch das Einhalten bestimmter Schlankheitsgrenzen der gedriick-
ten Querschnittsteile (¢/i-Verhiltnisse) auszuschliefien. Siehe die Erliuterungen in
Abs. 6.4.2.
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Beispiel 7-5 Normalspannungen bei gekriimmten Bauteilen

Ein gekriimmtes Bauteil (r = 1 m) mit T-Querschnitt wird durch ein Moment
M, = -50 kNm beansprucht. Die Randspannungen sind zu ermitteln.

(@) () 20 (© <§S>

=%
’o,1

y S

"o I M oo Z IN/mm?]
T

Tﬂ#\ 39

ru.ZD‘ ¢ z 31

J in Klammern: gerader Stab

| 300 f

Bild 7.10 (a) Gekrimmtes Bauteil, (b) Querschnittsabmessungen, (c) Spannungsverteilung

1. Ermittlung der Querschnittswerte

Da der Querschnitt nur aus Rechtecken besteht, kann das Fldchenintegral © mit
Gl. (7.22) ermittelt werden.

Tabelle 7.1 Beiwerte

fo
i | bm] | A[m] | ro[m] | rum] b~lnr—[m]
u
1 0,02 | 0,30 1,23 0,93 0,005592
2 | 030 | 0,02 0,93 0,91 0,006522
Y= 0,012114

A=2.0,02m-0,30 m = 0,012 m?

O =(1m)*-0,012114 m — (1 m)*- 0,012 m*
=1,140-107" m*

2. Ermittlung der Spannungen, vgl. Gl (7.21)

M, n My-z r

Te =04 O r—z
—50 kNm =50 kNm - (=0, 23 m) 1m
Tre = T mo0012m2 | L140-10'm!  1m+023m
= 86181 kN/m? = 86 N/mm?
o —50 kNm —50 kNm - 0,09 m 1m

T T Tmo00l2m® ¢ L1010 m!  1m—009m
= —39211 kN/m? = —39 N/mm?
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7.2.5 Ausfall der Zugzone

Einige Baustoffe weisen zwar eine hohe Druckfestigkeit auf, kénnen aber nur ge-
ringen Zugspannungen widerstehen. Hierzu zéhlen beispielsweise Beton und Mau-
erwerk. Bauteile aus diesen Baustoffen kénnen im Wesentlichen nur Lasten durch
Druckspannungen im Querschnitt abtragen. Treten in den Querschnitten solcher
Bauteile Zugspannungen auf, dann versagen die betroffenen Querschnittsbereiche;
es bildet sich eine sog. klaffende Fuge aus. Man spricht auch vom Ausfall der Zug-
zone. Bauteile aus solchen Baustoffen kénnen aus diesem Grund Biegung nur in
Verbindung mit einer Drucknormalkraft aufnehmen.

In den Bildern 7.11a bis e ist ein Bauteil mit hoher Zugfestigkeit und in den
Bildern 7.11f bis j mit vernachlissigbarer Zugfestigkeit dargestellt. Unter mitti-
ger Drucknormalkraft N weisen beide Bauteile im Auflagerquerschnitt die glei-
che gleichférmige Spannungsverteilung auf. Die Nulllinie liegt im Unendlichen, Bil-
der 7.11b, g.

Wird der Angriffspunkt der Drucknormalkraft N aus dem Schwerpunkt S heraus
verschoben, fithrt dies zu einer linear verénderlichen Spannungsverteilung o, fiir
beide Querschnitte. Besitzt die Drucknormalkraft NV die Ausmitte &y, dann erreicht

e=k1 e>k1

P e

(a) (b) () (d) (e)

® (€) | (h U] | ()] |

NL NL Klaffen der Fuge NL
EECE “iEe—

NL = Nulllinie

Bild 7.11 Beanspruchung durch Drucknormalkraft: (a) Bauteil mit Zugfestigkeit, (b-e) Spannungsverteilungen,
(f) Bauteil ohne Zugfestigkeit, (g-j) Spannungsverteilungen
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2R,
—h— +—2r— Lo
| T I ~O)* _ ;
y y y
M
lhle 1 e s
@ z ® 4 © Z 8R,

Bild 7.12 Beispiel fur die 1. Kernflache: (a) Rechteckquerschnitt, (b) Kreisquerschnitt, (c) Kreisringquerschnitt

die Nulllinie gerade die Auflenfasern des jeweiligen Querschnitts, Bilder 7.11c und
h. Beide Querschnitte sind noch vollstdndig tiberdriickt.

Bei einer weiteren Steigerung der Ausmitte iiber %y hinaus, werden in beiden
Querschnitten Zugspannungen geweckt. Der Querschnitt in Bild 7.11d kann die-
se Biegezugspannungen aufgrund seiner Zugfestigkeit ertragen, wihrenddessen der
Querschnitt in Bild 7.11i im Bereich der Zugspannungen versagt. Der verbleiben-
de gedriickte Querschnitt steht nach wie vor fiir die Lastabtragung bei der Quer-
schnittsbemessung zur Verfiigung und erfihrt Druckspannungen, deren Betrige aus
Gleichgewichtsgriinden grofier als die in Bild 7.11d sein miissen.

Mit zunehmender Ausmitte der Drucknormalkraft N reifit der Querschnitt in
Bild 7.11j immer weiter auf. Nimmt schliefllich die Ausmitte den Wert ko an, so ist
die klaffende Fuge bis zum Schwerpunkt S des Querschnitts vorangeschritten.

Definition der Kernweite. Die Ausmitte k; wird als Rand des 1. Kerns (auch
1. Kernfliche genannt) oder als 1. Kernweite des Querschnitts bezeichnet. Der
1. Kern eines Querschnitts fasst alle Angriffspunkte der Normalkraft N zusammen,
die nur zu Druckspannungen iiber den Querschnitt und damit zu keiner klaffenden
Fuge fiihren, Bild 7.11h.

Die Ausmitte ko kennzeichnet den Rand der 2. Kernfliche oder die 2. Kernweite.
Greifen Lasten innerhalb der 2. Kernfliche an, dann fithren sie zwar zu einem Aus-
fall der Zugzone und in der Folge zu einer klaffenden Fuge, jedoch reicht die Fuge
nur maximal bis zum Schwerpunkt des Querschnitts, Bild 7.11j.

Ermittlung der Kernflichen. Die Kernflichen kénnen sowohl rechnerisch als auch
graphisch hergeleitet werden. Folgende Grundsétze gelten, vgl. Bild 7.12:

e Die Form der Kernfliche héngt von der Querschnittsform ab.

e 7Zu jeder Begrenzungsgeraden der Kernflache gehort ein entsprechender Eckpunkt
des Querschnittes und umgekehrt. Einspringende Ecken haben im Querschnitt
keinen Einfluss auf die Kernflache.

e Fin symmetrischer Querschnitt hat auch eine symmetrische Kernfliache.

Spannungsermittlung. Die Ermittlung der Spannungen o, bei ausfallender Zugzone
bedarf i. A. einer iterativen Vorgehensweise. Dabei wird davon ausgegangen, dass
die Zugzone vollkommen ausfillt (d. h. z. B. keine Bewehrung bei Betonquerschnit-
ten) und dass fiir das Materialverhalten im Restquerschnitt das Hookesche Gesetz
gilt. In Bsp. 7-6 wird das iterative Vorgehen exemplarisch demonstriert. Es ist her-
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I Klaffen der Fuge I

NL [ 1 Omax NL [
a,
: max

2,1 1 2 1
=h =h —h Zh —=h
3 h 3 2 6 6
oD b » © | b Bild 7.13 Rechteckquerschnitt mit auBermittiger
oAk QL et Drucknormalkraft auf der (a) 1. Kernweite und
H+——h— b (b) 2. Kernweite

vorzuheben, dass bei ausfallender Zugzone (nicht-lineares Materialverhalten) das
Superpositionsgesetz seine Giiltigkeit verliert. Das heif3t, die Spannungen einzelner
Lastfille, die zum Ausfall der Zugzone fithren, diirfen nicht iiberlagert werden.

Rechteckquerschnitt. Eine explizite Losung — anstelle eines iterativen Vorgehens —
fiir die Spannungsermittlung bei Ausfall der Zugzone gelingt nur fiir ausgewiihlte
einfache Querschnitte wie dem Rechteckquerschnitt, Bild 7.13a. Fiir einen Angriffs-
punkt der Normalkraft N direkt auf dem Rand des 1. Kerns eines Rechteckquer-
schnitts ist eine dreieckformige Spannungsverteilung charakteristisch. Aus Gleich-
gewichtsgriinden muss die Resultierende der Druckspannungsverteilung (Druck-
spannungsdreieck) mit der duleren Normalkraft im Gleichgewicht stehen. Die Re-
sultierende greift bekannterweise im Drittelspunkt der Dreiecksverteilung an. In
Bezug auf den Schwerpunkt entspricht dies einer Ausmitte von h/6. Damit gilt fiir
die 1. Kernweite des Rechteckquerschnitts: k1 = h/6.

Das Vorgehen zur Ermittlung der 2. Kernweite eines Rechteckquerschnitt gestaltet

sich analog, Bild 7.13b. Die 2. Kernweite des Rechteckquerschnitts ergibt sich zu

ko = h/3. Die maximalen Randspannungen bei Lastangriff von N innerhalb der 2.

Kernfliche ermitteln sich zu:

2-N

U'm,a,z = 5 714 .~
3-(h/2—¢€)-b

Fiir einen Lastangriff zwischen der 1. und 2. Kernweite (h/6 < ¢ < h/3) ergibt sich

die Linge der iiberdriickten Querschnittshohe h. zu:

he=3- (g - e) (7.24)

Fiir den Fall des Rechteckquerschnitts mit einer auflermittigen Normalkraft, die zu
zweiachsiger Biegung fithrt, stehen Bemessungshilfen zur Verfiigung, Tab. 7.2.

(7.23)
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Tabelle 7.2 Rechteckquerschnitt mit auBermittiger Drucknormalkraft N bei Versagen der Zugzone [149]
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274 Elastische Querschnittsbemessung

Beispiel 7-6 Normalspannungen bei versagender Zugzone

Die Normalspannungsverteilung fiir einen einfachsymmetrischen Querschnitt ei-
nes Mauerwerkspfeilers mit auflermittiger Normalkraft (Lastangriff auf der Sym-
metrieachse) soll iterativ ermittelt werden, Bild 7.14a.

Schritt 1: Schitzen des Abstandes zp, gescharz¢ der Nulllinie vom Lastangriffs-
punkt, vgl. Bild 7.14b.

Schritt 2: Berechnen des statischen Momentes S, und des Trigheitsmomentes
I, der zur geschitzten Nulllinie gehérenden Druckzone

Schritt 3: Ermittlung der rechnerischen Nulllinie: 2p rechn = Iy/Sy
Schritt 4: Vergleich des Schétz- und Rechenwertes von zp, ggf. neue Schitzung.

Tabelle 7.3 Beiwerte

Zp,gesch. b Sy Iy Zp,rechn.

[em] [em] [em®] [em*] [em]

20,0 8,0 322—2‘%24.74.20 ‘33724+8~24~42+ 2413—2'7“+24‘74‘202 22,0
=36288 =799744

25,0 13,0 ‘322'24+24.74.25 ‘3?—2'24+13-24-6,52+ 2"f2'74+24.74.252 26,1
=46428 =1212824

32,0 20,0 | 22244 0474.32 20°-24 1 50.24.1024 2474 | 24.74.322 31,9
=61632 =1967872 ~ 32,0

Damit betriagt der Abstand der am hochsten beanspruchten Faser zur Nulllinie
Zmax = 44 cm.

Schritt 5: Berechnen der maximalen Randspannung (Bild 7.14c)

max o, = N - Zpmaz/Sy
= 250 - 44/61632 = 0, 18 kN /cm?

@) (b) ©

- ¢ 74 5
N =250 g\\ %1 1 max oy

ot T T
s T 2 z
LL\ Ay //‘[‘ Zn N
L::IfL'\"L\l\ N ) | g — Druckzone
e e y— e A,
ey Ny /H Nulllinie 313
I ‘
Ly Q’\L\///J fom] \

o4 ausgefallene Zugzone

Bild 7.14 (a) Mauerwerkspfeiler mit auBermittiger Normalkraft, (b) Querschnitt, (c) Spannungsverteilung
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